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В статье путем использования экстремальных дифференциальных неравенств обосновывается приближенный метод решения многоточечной сингулярной краевой задачи Николетти для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Устанавливаются оценки быстрого сходимости итерационного процесса.
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Система дифференциальных уравнений
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с условиями задачи Коши
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, непрерывны по совокупности аргументов в области 
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имеют сингулярность неинтегрируемого характера  подробно исследованные в работе 
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 с приведением и приближенного метода нахождения непрерывного решения задачи (1), (2).
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 непрерывна или удовлетворяет условиям Каратеодори, для системы (1) ставилась задача Николетти 
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и доказывались различные теоремы существования и единственности решения задачи (1), (3), но нигде не обоснован приближенный метод решения этой сингулярной задачи. 


Здесь, ссылаясь на простую теорему существования и единственности решения, сделана попытка одолеть указанный пробел.


Теорема 1. Пусть в области 
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       Тогда задача (1), (3) имеет единственное непрерывное решение 
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Существование решения доказано в работе 
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 Теорема 2. Пусть функции 
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Тогда задача (1), (3) имеет не более одного решения, т.е. 
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Доказательство теоремы 2 несложно, если учесть условия (5), (6) и (7), (8). В условиях теоремы 1 
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2. Предлагаемый приближенный метод решения задач (1), (3) основан на известной идее С. А. Чаплыгина 
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В качестве «верхних» и «нижних» нулевых приближений выбираются функции
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в предположении, что              
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Введем область:
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Лемма 1.  Нулевые приближения 
[image: image49.wmf][

]

(

)

x

y

i

0

±

 в 
[image: image50.wmf][

]

b

,

a

 удовлетворяют неравенствам: 

                                    
[image: image51.wmf][

]

(

)

[

]

(

)

x

y

x

y

i

i

0

0

-

+

³

.                                                           (13)      При 
[image: image52.wmf]i

x

x

a

<

£


                     
[image: image53.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

0

,

,

,

,

,

,

,

min

,

1

0

1

1

0

0

0

1

0

£

-

¢

=

+

+

-

+

+

+

n

i

i

i

i

x

D

i

i

i

i

t

t

y

t

t

x

f

y

D

y

I

i

L

L

,                 (14)       

            
[image: image54.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

0

,

,

,

,

,

,

,

max

,

1

0

1

1

0

0

0

1

0

³

-

¢

=

+

-

-

-

-

-

n

i

i

i

i

x

D

i

i

i

i

t

t

y

t

t

x

f

y

D

y

I

i

L

L

.                           (15) 

При 
[image: image55.wmf]b

x

x

i

£

<


                
[image: image56.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

0

,

,

,

,

,

,

,

max

,

1

0

1

1

0

0

0

2

0

³

-

¢

=

+

+

-

+

+

+

n

i

i

i

i

x

D

i

i

i

i

t

t

y

t

t

x

f

y

D

y

I

i

L

L

,                     (16)

               
[image: image57.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

0

,

,

,

,

,

,

,

min

,

1

0

1

1

0

0

0

2

0

£

-

¢

=

+

-

-

-

-

-

n

i

i

i

i

x

D

i

i

i

i

t

t

y

t

t

x

f

y

D

y

I

i

L

L

.                         (17)

В силу (10) доказательство (13) очевидно. Докажем неравенства (14), (15)  при 
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Продифференцируем выражения (18) по 
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С учетом (18) из (19) получим 
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Из-за непрерывности функции 
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 существуют такие измеримые вектор-функции 
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Следовательно, с учетом (20) – (21) из (14), (15) имеем
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Так как существуют частные производные 
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Отсюда, если иметь в виду условия (4), (5) и равенства (9), (10), справедливы неравенства
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что и требовалось доказать. При 
[image: image82.wmf]b

x

x

i

£

<

 неравенства  (16), (17) доказываются аналогично.  
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Эти функции определены и непрерывны на 
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Надо доказать, что внешние интегралы в правых частях (29) - (32) сходятся. Возьмем правую часть равенства (29) (обозначим ее через 
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) и преобразуем ее методом получения (25), (26) из (21), (24): 
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Первый интеграл в правой части (33) сходится в силу (4), (5). Второе слагаемое 
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Отсюда 
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где (см. (28)
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Аналогично доказывается ограниченность интегралов в правых частях (30)-(32).

Построим область 
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Теперь покажем что функции (29)-(32) удовлетворяют условиям  
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Положим при 
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Неравенства (14), (15)позволяют представить (43) в другой форме   
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Интегрируя по частям, преобразуем интеграл
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и подставляя в правую часть (44), получим правые части равенств (29), (30), т.е.  
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Сравнивая (43) и (45), получим 
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Так как в (46) 
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Воспользовавшись (47), из равенств для  
[image: image136.wmf][

]

(

)

x

y

i

1

+

 вычтем равенства для 
[image: image137.wmf][

]

(

)

x

y

i

1

-

 и с учетом снова (46) получим     
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Из (46) вытекает, что 
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3. Теорема 3. В условиях теоремы 1 последовательности функций (53), (54) равномерно и монотонно сходятся к решению задачи (1), (3).

  
Действительно, монотонность последовательностей (53), (54) вытекает из (55), как и точечная сходимость. Условия теоремы достаточны, чтобы доказать их компактность (равномерную ограниченность и равностепенную непрерывность) в пространстве 
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Положим                               
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Покажем, что функции 
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Ограничения из  теоремы 1 в отношении функций 
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где 
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Интегралы в (67), (68) являются дифференцируемыми функциями в силу тех же свойств функций 
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Подставив выражения (69) в правые части (67), (68), имеем 
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Продифференцировав (70), (71) по 
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Теорема 4. Система функций 
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и при 
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Если в (76) и (77) положить 
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Остается доказать, что для систем (63)-(66) справедлива теорема единственности решения. Для этого понадобится 
[image: image266.wmf][

]

1



 Лемма 2. Пусть 
[image: image267.wmf](

)

n

i

x

,

,

x

,

x

f

L

2

1

, 
[image: image268.wmf][

]

b

,

a

x

k

Î

, 
[image: image269.wmf]n

,

k

1

=

, непрерывна по совокупности переменных и пусть 
[image: image270.wmf][

]

b

,

a

b

,

b

,

a

,

a

i

i

i

i

Î

*

*

, 
[image: image271.wmf],

b

a

,

b

a

i

i

i

i

*

*

£

£
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С учетом условий теоремы 1 в сочетании с  Леммой 2 (неравенством (78)) к системе (63)-(69) применим теорему 2 в отношении двух разных решений 
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что противоречит суммируемости функции 
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Теорема 3 доказана и обоснован метод приближенного решения сингулярной задачи Николетти (1), (3).


4. Предлагаемый метод можно упростить в различных направлениях. Сложность его заключается в необходимости нахождения экстремумов функций по усложняющимся областям после каждого шага. Если предположить, что каждая частная производная 
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  Тогда в формулах (53), (54) будут отсутствовать символы экстремумов.


Можно установить оценки, характеризующие быстроту сходимости. Например, справедлива.

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы1и существуют такие непрерывные на 
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