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УДК 517

Линейные функционалы и операторы в пространстве степенных рядов с быстро убывающими коэффициентами

( 2010 г. Мануилов Н.Ф.
Статья посвящена исследованию линейных отображений пространств целых аналитических функций многих комплексных переменных, задаваемых степенными рядами с быстро убывающими коэффициентами. Определена топология, в которой такие пространства является пространствами  и типа Фреше. Найден общий вид линейного функционала в пространстве указанного типа, дано описание линейных отображений из одного пространства в другое и базисов в таких пространствах.

Ключевые слова: аналитическая функция, степенный ряд с быстроубывающими коэффициентами, линейный функционал, линейный оператор, пространство типа Фреше, базис в линейном пространстве.

В работе исследуются  линейные отображения пространств, обозначаемых далее через 
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 (k ≥ 2) , целых аналитических функций  k комплексных переменных, задаваемых степенными рядами с быстро убывающими коэффициентами. Определена топология, в которой 
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является пространством типа Фреше. 

Найден общий вид линейного функционала в пространстве 
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, дано описание линейных отображений из 
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 и базисов в таких пространствах.

1. Некоторые сведения из комбинаторики

Лемма 1.1. Число М всех векторов (m1, m2, … , mk) с целыми неотрицательными координатами, являющихся решениями уравнения
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где  m – целое неотрицательное число, задается формулой
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Доказательство. См. [4], стр. 23.

Лемма 1.2. Справедливо тождество
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Доказательство. См. [5], стр. 8, № 1.3.

Следствие 1.3. Имеет место тождество
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Доказательство получается путем вычитания тождества из леммы 1.2 при 
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2. Об одном порядке на множестве 
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    Пусть 
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зададим бинарное отношение «<» следующим образом (1):
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 тогда и только тогда, когда выполняется числовое неравенство:
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или,   при 
[image: image26.wmf]å

=

=

å

=

=

s

j

j

m

s

j

j

m

m

1

1

'

, 
[image: image27.wmf]0

>

m

, числовое неравенство


[image: image28.wmf]j

m

s

j

j

m

j

m

s

j

j

m

)

1

(

'

)

1

(

1

1

+

å

=

<

+

å

=

.

    Лемма 2.1. Отношение «<» на множестве 
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является отношением строгого линейного порядка.

   Доказательство следует из справедливости этого утверждения при 
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- в этом случае определенное отношение совпадает с отношением строгого порядка на множестве целых неотрицательных чисел – и единственности представления целого числа в позиционной системе счисления.

   Зададим функцию (2): 
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где n - номер вектора 
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    Лемма 2.2. Пусть 
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где l – номер вектора 
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расположенных в порядке (1), для каждого из которых выполняется условие:
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Доказательство. Согласно лемме 1.2 
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По следствию 1.3
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что равно числу элементов множества  
[image: image49.wmf]
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и числу векторов 
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Из доказательства леммы 2.2 вытекает 

Следствие 2.3. Отображение (2)  
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 изотонно и имеет обратное.

3. Определение пространства 
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Рассмотрим степенной ряд
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EMBED Equation.3[image: image58.wmf],       (3)

где 
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 - комплексные переменные, для которых выполняется условие
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Ряд (3) при условии (4) определяет целую аналитическую функцию k  переменных. Действительно,
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Для коэффициентов ряда (5):
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выполняется неравенство
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и ряд (5) сходится при любых значениях переменного х (
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Множество 
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является линейным пространством с обычными операциями сложения функций и умножения функции на комплексное число.

Обозначим через 
[image: image78.wmf]R

A

 пространство функций одного переменного, аналитических в круге 
[image: image79.wmf]{

}

R

<

x

x

:

. Будем предполагать, что в пространстве 
[image: image80.wmf]R

A

 задана топология, порожденная нормой (6):  для 
[image: image81.wmf]R

A

f

Î

"



[image: image82.wmf]å

¥

=

+

×

=

1

1

2

1

j

j

j

j

d

d

f

,

где 
[image: image83.wmf]j

r

j

d

<

=

x

max

 
[image: image84.wmf])

(

x

f

, последовательность положительных чисел (
[image: image85.wmf]j

r

) монотонно возрастает и 
[image: image86.wmf]R

r

j

j

=

¥

®

lim

.  Определим на 
[image: image87.wmf]k

R

A

 оператор Т по формуле  (7):  для 
[image: image88.wmf]k

R

A

f

Î

"

, 


[image: image89.wmf]å

=

=

n

m

f

0

 
[image: image90.wmf]å

=

+

+

+

m

mk

m

m

...

2

1

 
[image: image91.wmf]mk

k

z

m

z

m

z

mk

m

m

a

...

,...,

,

2

2

1

1

2

1

×

×

,


[image: image92.wmf]å

¥

=

=

=

0

~

m

f

Tf



EMBED Equation.3[image: image93.wmf]å

=

+

+

+

m

mk

m

m

...

2

1



EMBED Equation.3[image: image94.wmf])

...

(

,...,

,

2

1

2

1

mk

m

m

mk

m

m

a

+

+

+

×

j

x

,

где 
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 функция (2).

Лемма 3.1. Оператор (7) устанавливает биекцию линейных пространств 
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Доказательство. По следствию 2.3 разложение
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не содержит одинаковых степеней 
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Отсюда вытекает, что для  
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Таким образом оператор Т устанавливает биекцию множеств 
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Ряд (8) сходится равномерно и абсолютно на любом множестве вида:
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В самом деле, на каждом таком множестве
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сходится, так как
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Лемма 3.2. Любая функция 
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Доказательство. В интеграле
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ряды сходятся равномерно. Производя перемножение рядов и применяя почленное интегрирование, получаем (9).
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Рассмотрим последовательность функций
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где Т – оператор (7). Метрика   (12):
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 топологию, с которой это пространство превращается в пространство типа Фреше. Отметим, что оператор (7), отображающий пространство 
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4. Линейные функционалы, линейные операторы и базисы 

в пространствах 
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Теорема 4.1. Для того, чтобы функционал L был непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:
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(13)

Доказательство. Так как пространства 
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то необходимым и достаточным условием непрерывности функционала 
[image: image175.wmf]L

~

является условие:


[image: image176.wmf]R

b

b

mk

m

m

mk

m

m

mk

m

m

<

=

¥

®

)

,...,

2

,

1

(

1

2

1

2

1

,...,

,

)

,...,

,

(

lim

j

j

,

(см. [2], стр. 118), которое равносильно (13). Из этой теоремы вытекает, что формула 
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где 
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функция 
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По той же схеме, что и теорема 4.1 доказываются следующие утверждения.

Теорема 4.2. Любой базис пространства 
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получается из степенного
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путем:

1. Перестановки функций степенного базиса, соответствующей какой-либо биекции множества N k, на себя;

2. Умножения каждой функции степенного базиса на число, отличное от нуля;
3. Применения линейного автоморфизма к пространству 
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(см. [2], стр. 179).
Пусть S – оператор, отображающий 
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Теорема 4.3. Для того чтобы оператор S был непрерывен необходимо и достаточно, чтобы для каждого 
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