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СИНГУЛЯРНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ТИПА НИКОЛЕТТИ С КУСОЧНО-НЕПРЕРЫВНЫМИ РЕШЕНИЯМИ ДЛЯ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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В новом классе сингулярных систем дифференциальных уравнений сформулированы и доказаны теоремы существования кусочно-непрерывных решений краевой задачи типа Николетти.
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1. Будем изучать систему дифференциальных уравнений в квазилинейной форме 
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относительно точек области 
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 известные  числа. Предполагается, что функции 
[image: image3.wmf]),

,...,

,

,

(

)

,

(

2

1

n

i

i

y

y

y

x

y

x

F

=

F

 
[image: image4.wmf])

,...,

,

,

(

)

,

(

2

1

n

i

i

y

y

y

x

f

y

x

f

=

 непрерывны по совокупности аргументов в области 
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 Для таких систем подробно изучены вопросы существования, единственности и неединственности непрерывных решений 
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 и удовлетворяющих условиям задачи Николетти 
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где 
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Характерной особенностью точки сингулярности 
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 в цитируемых работах является ограниченность сверху или снизу функции 
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в области 
[image: image28.wmf]D

  ограничены по модулю интегрируемыми (суммируемыми) функциями на 
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Такой класс сингулярных дифференциальных уравнений удобно назвать слабосингулярными, имея ввиду существование другого класса сингулярных дифференциальных уравнений 
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, обладающих  только решениями  с разрывами первого рода в точках сингулярностей. 

Например, система 
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имеет единственное решение 
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удовлетворяющее условиям 
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В соответствии с этим в новом классе сингулярных дифференциальных уравнений условия задачи Николетти (2), естественно? распадаются на краевые условия вида 
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Задачу (1), (6) в дальнейшем будем называть краевой задачей типа Николетти. Вектор-функция 
[image: image43.wmf]n

i

i

x

y

x

y

1

))

(

(

)

(

=

=

считается решением этой задачи, если она непрерывна на интервалах 
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Особой чертой сильносингулярной системы (1) является выполнимость неравенств (4), когда присутствующие в них функции 
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Если в приведенном выше примере положить 
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в любой области 
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Здесь функции 
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2. Теперь сформулируем теоремы о разрешимости поставленной задачи. 

Т е о р е м а  1. Пусть в области  
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где 
[image: image63.wmf],

,

1

,

0

)

(

*

n

i

x

i

=

³

y

 интегрируемые функции в смысле Римана на 
[image: image64.wmf],

bi

ai

i

J

J

J

U

=

и 


[image: image65.wmf],

,

1

,

n

i

d

L

K

M

i

i

i

i

=

£

+

 





(9)


[image: image66.wmf].

,

1

)},

)

(

exp(

,

)

(

max{

)},

)

(

exp(

),

)

(

max{exp(

|,

)

(

|

sup

*

*

n

i

dt

t

dt

t

L

dt

t

dt

t

K

x

M

i

i

i

i

x

a

b

x

i

i

i

x

a

b

x

i

i

i

i

b

x

a

i

=

=

=

=

ò

ò

ò

ò

£

£

y

y

y

y

j
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Тогда задача (1), (6) имеет по крайней мере одно решение.

Т е о р е м а  2. Пусть в области  
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где 
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где 
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Тогда задача (1), (6) имеет континуум решений.

Т е о р е м а  3. Пусть в области 
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где 
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Тогда задача (1), (6) имеет континуум решений.


Т е о р е м а  4. Пусть в области 
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где 
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Тогда задача (1), (6) имеет континуум решений.


З а м е ч а н и е.  Присутствие в теоремах 2-4 произвольных постоянных
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Запишем дополнительные граничные условия 
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Тогда переопределенная сингулярная краевая задача (1), (6) (19), (20) имеет по крайней мере одно решение.
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переопределенная сингулярная краевая задача (1), (6), (20) имеет по крайней мере  одно решение.
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переопределенная сингулярная краевая задача (1), (6), (19) имеет по крайней мере одно решение.

3. Для доказательства этих теорем строятся следующие системы интегральных уравнений: 
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где 
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4. Покажем, как строятся доказательства теорем. Для теоремы 1 соответствует система интегральных уравнений (36), правые части которой определены в области 
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удовлетворяющие условиям 
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и для любого 
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Из (44) следует, что 
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Поэтому для любого 
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Если 
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Таким образом 
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Разобьем отрезок 
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Из-за неравенств (50) внутри каждого открытого интервала 
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если учесть 
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Поэтому сходимость последовательности 
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Покажем, что множество 
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Т.е. 
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из правых частей (36). В силу неравенств 
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Возьмем достаточно малое число 
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. Тогда по (59) можно составить разность 
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откуда (см.(4), (7), (8))
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Далее, 
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Поэтому из (62) имеем оценки 
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где 
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Положим 
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и запишем (65) в виде 
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Точно так же при 
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 получим из (59)
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где 
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Таким образом, из (68), (69) окончательно получим 
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Итак, оператор А преобразует 
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достаточно малое число. По (59) составим разность для 
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Ясно, что число 
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 в (72) можно подобрать так, чтобы для любого данного числа 
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Пусть теперь 
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,

[

],

,

[

b

x

x

x

a

x

i

i

i

i

d

d

+

Î

-

Î

. Из-за отсутствия точек сингулярностей на этих отрезках для достаточно больших 
[image: image277.wmf]m

 осуществляются неравенства: при 
[image: image278.wmf]]

,

[

i

i

x

a

x

d

-

Î



[image: image279.wmf]3

|

)]

,

(

)

,

(

[

|

|

)

(

)

(

|

*

)

,

(

)

(

*

)

(

)

(

,

(

i

i

ds

z

s

m

i

x

x

i

m

i

dt

z

t

f

e

y

t

f

e

x

z

A

x

y

A

x

t

i

i

i

x

t

ds

m

y

s

i

e

d

£

-

=

-

ò

ò

F

-

ò

F

, 
(74)

при 
[image: image280.wmf]]

,

[

b

x

x

i

i

d

+

Î


         
[image: image281.wmf]3

|

)]

,

(

)

,

(

[

|

|

)

(

)

(

|

*

)

,

(

)

(

*

)

(

)

(

,

(

i

i

ds

z

s

m

i

b

x

i

m

i

dt

z

t

f

e

y

t

f

e

x

z

A

x

y

A

x

t

i

i

i

x

t

ds

m

y

s

i

e

d

£

-

=

-

ò

ò

F

+

ò

F

. 

(75)

Это объясняется возможностью предельного перехода под знаком интегралов в (74), (75) в силу ограничений на 
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т.е. оператор А непрерывен на 
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