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ÑÏÈÑÎÊ ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÉ È ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ

ÌÎ - ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
ÂÊÌÎ - âûïóêëîçíà÷íîå êîìïàêòíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
Ï.ÑÂ - ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó(ÌÎ),
Ï.ÑÍ - ïîëóíåïðåðûâíîå ñíèçó(ÌÎ),
ÏÂ - ïî÷òè âñþäó,
ÏÎ - ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ(ôóíêöèÿ),
ÏÐÂ - ïðåäñòàâèìûå â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ,
Sn−1

1 (0) = {q ∈ Rn |‖ q ‖= 1},
Bn

1 (0) = {q ∈ Rn |‖ q ‖≤ 1},
N+− ìíîæåñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë,
Ā− çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A,

coA− âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A,

bdA− ãðàíèöà ìíîæåñòâà A,

ρH(A,B)− ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè A,B â ìåòðèêå Õàóñäîðôà,
<n− n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî,
∇f(x) = f ′(x)− ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â òî÷êå x.
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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ïåðâûå âåñîìûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè
îïòèìèçàöèè ïîÿâèëèñü åùå â ðàáîòàõ ìàòåìàòèêîâ Äðåâíåé Ãðåöèè. Ýòî áûëè
çàäà÷è îá íàèìåíüøåì ïóòè, îá îïòèìàëüíîì âïèñûâàíèè îäíîé ôèãóðû â äðó-
ãóþ è äð. Ñî âðåìåíåì çàäà÷è óñëîæíÿëèñü. Â 20-îì ñòîëåòèè íà÷àëè àêòèâíî
ðàçâèâàòü ãðàäèåíòíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé äëÿ ïîèñêà ëî-
êàëüíûõ òî÷åê ýêñòðåìóìà. Òàêèå ìåòîäû èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ òîëüêî î
ãðàäèåíòå è ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îáëàäàþò ãåîìåòðè÷åñêîé ñêîðîñòüþ
ñõîäèìîñòè. Ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóþò ïîìèìî èíôîðìàöèè î ãðà-
äèåíòå òàêæå èíôîðìàöèþ î ìàòðèöå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ è îáëàäàþò ïîâû-
øåííîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà ôóíêöèé (íàïðèìåð,
ñèëüíî âûïóêëûõ). Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìåòîä Íüþòîíà, êîòîðûé ïðè-
ìåíÿëñÿ äàâíî, íî äîñòàòî÷íî îáùèå óñëîâèÿ åãî ñõîäèìîñòè áûëè ïðèâåäåíû
ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì.

ÕÕ-ûé âåê îçíàìåíîâàëñÿ ïðèìåíåíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøå-
íèÿ âàæíåéøèõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷. Ë.Â. Êàíòîðîâè÷ âïåðâûå èçó÷èë çàäà÷ó
ïëàíèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíûõ ïåðåâîçîê ãðóçîâ (òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à) è áûëè
ïîñòðîåíû àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ. Ïåðâûå çàäà÷è òàêîãî ðîäà ñâîäèëèñü ê ïî-
èñêó ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, çàäàííîì â
âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ. Ïîçäíåå ñòàëè èçó÷àòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìèíèìó-
ìà (ìàêñèìóìà) êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì âûïóêëîì ìíîæå-
ñòâå. Ñëåäóþùèì øàãîì ñòàëà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé
ôóíêöèè.

Ðàçâèòèå òåõíèêè, ýêîíîìèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè
ðàçâèòèÿ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ (íåäèôôåðåíöèðóåìûõ) èëè íåäîñòàòî÷íî
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ãëàäêèõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ, íàïðèìåð, íåò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðå-
ìåííûì. Ïåðâûé ïðîãðåññ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ñäåëàí â ðàáîòàõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ øêîë Ìîñêâû, Ëåíèíãðàäà, Íîâîñèáèðñêà, Åêàòåðèíáóðãà, Êèåâà,
Ìèíñêà. Ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû Â. Â. Ãîðîõîâèêà, Â. Ô. Äåìüÿíîâà, È. È.
Åðåìèíà, Þ. Ì. Åðìîëüåâà, ß. È. Çàáîòèíà, À. Ä. Èîôôå, Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå,
À. Ã. Êóñðàåâà, Â. Í. Ìàëîçåìîâà, Ë. È. Ìèí÷åíêî, Á. Ø. Ìîðäóõîâè÷à, Å. À.
Íóðìèíñêîãî, Á. Ò. Ïîëÿêà, Á. Í. Ïøåíè÷íîãî, À. Ì. Ðóáèíîâà, À. Ñ. Ñòðå-
êàëîâñêîãî, Â. Ì. Òèõîìèðîâà, Í.Ç. Øîðà è äð. Ñðåäè çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ,
âíåñøèõ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå íåãëàäêîãî àíàëèçà è ìåòîäîâ íåäèô-
ôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, áûëè R. Ò. Rockafellar, F. Clarke, J.-P. Aubin, J.-
P. Penot, E. Polak, J. Hiriart-Urruty, C. Lemarechal, B. Luderer, D. Pallaschke,
K. C. Kiwiel, A. Shapiro, F. Giannessi, L. Thibault, J. -J. Moreau, J. Warga, R.
Mi�in, J. Gwinner, J. V. Outrata, I. Ekeland.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôóíêöèé òåñíî ïðèìûêàåò ê çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ
èçó÷åíèåì îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ðàçðàáîòàííîé Ë. Ñ.
Ïîíòðÿãèíûì è åãî ó÷åíèêàìè. Çäåñü íàäî îòìåòèòü ðàáîòû Â. Ã. Áîëòÿíñêîãî,
Ô. Ï. Âàñèëüåâà, Ð. Ô. Ãàáàñîâ, Ð. Â. Ãàìêðåëèäçå, À. ß. Äóáîâèöêîãî, Þ. Ã.
Åâòóøåíêî, Â. È. Çóáîâà, Ô. Ì. Êèðèëëîâà, Í. Í. Êðàñîâñêîãî, À. Á. Êóðæàí-
ñêîãî, À. Ì. Ëåòîâà, À. À. Ìèëþòèíà, Å. Ô. Ìèùåíêî, Í. Í. Ìîèñååâà, À. È.
Ïðîïîÿ, À. Í. Òèõîíîâà, Ô. Ë. ×åðíîóñüêî è äð. Ñîâðåìåííûå èññëåäîâàòåëè
â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàñøèðèëè êëàññ îïòèìèçèðóåìûõ ôóíêöèé. Ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå ðàçíîñòüþ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Çäåñü óìåñòíî
óïîìÿíóòü ðàáîòû Â. Ô. Äåìüÿíîâà, Ñ. È. Äóäîâà, Å. Ñ. Ïîëîâèíêèíà, Ë. Í.
Ïîëÿêîâîé, À. Ñ. Ñòðåêàëîâñêîãî.

Øèðîêîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè íà÷àëîñü òîãäà, êî-
ãäà áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îïòèìèçàöèè ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè.
Áûëè ââåäåíû îáîáùåííûå ãðàäèåíòû (ñóáãðàäèåíòû), âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êî-
òîðûõ â êàæäîé òî÷êå îáðàçóåò ñóáäèôôåðåíöèàë. Îêàçàëîñü, ÷òî íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé íà âñåì



� 9 �

ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü íóëÿ ñóáäèôôåðåíöèàëó. ×èñëåííûå
ìåòîäû îïòèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé îñíîâûâàëèñü íà ïîèñêå íàïðàâëåíèÿ íàè-
ñêîðåéøåãî ñïóñêà − íàïðàâëåíèÿ, ïðîòèâîïîëîæíîãî âåêòîðó ñóáäèôôåðåí-
öèàëà, áëèæàéøåãî ê íà÷àëó êîîðäèíàò. Âïåðâûå òàêèå ìåòîäû áûëè ïðåäëî-
æåíû Í. Ç. Øîðîì.

Äàëüíåéøèì øàãîì âïåðåä áûëî ââåäåíèå îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé, êàê ýëåìåíòîâ èç íåêîòîðîãî âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî ìíî-
æåñòâà, íàçûâàåìîãî ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè â òî÷êå. Â îòëè÷èå îò âû-
ïóêëîãî ñëó÷àÿ çäåñü íåò îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà. Ðàç-
íûå àâòîðû îïðåäåëÿþò ñóáäèôôåðåíöèàë ïî-ñâîåìó. Äîñòàòî÷íî îáðàòèòüñÿ
ê ðàáîòàì Ô. Êëàðêà, Æ. Ïåíî è Á.Ø. Ìîðäóõîâè÷à.

Äðóãèå àâòîðû (Â. Ô. Äåìüÿíîâ, À. Ì. Ðóáèíîâ) ïîøëè ïî ïóòè èçó÷åíèÿ
äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî íàïðàâëåíèþ ôóíêöèé è ðàçëè÷íîãî âèäà ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ. Áûë ââåäåí êëàññ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ òàêèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ñóììà ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ èç íåêîòî-
ðûõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ íà âåêòîð íàïðàâëåíèÿ. ßñíî, ÷òî ñóììà
âûïóêëûõ è âîãíóòûõ ôóíêöèé åñòü êâàçèäèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òàê
êàê ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå ñ ëþáîé
òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ðàçíîñòüþ âûïóêëûõ ôóíêöèé, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïëîòíî â ïðîñòðàí-
ñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ñóáäèôôåðåíöèàëû Êëàðêà è Ïåíî íå ÿâëÿþòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, íåïðå-
ðûâíûìè ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè, à îáëàäàþò òîëüêî ïîëóíåïðåðûâ-
íîñòüþ ñâåðõó. Ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîé ôóíêöèè òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, íî îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ðàñøèðåíèåì − ε-
ñóáäèôôåðåíöèàëîì, êîòîðûé áûë ââåäåí Ð.Ò. Ðîêàôåëëàðîì.

Àêòóàëüíûì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå òàêèõ ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé (ãëàâà 1), êîòîðûå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîå-
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íèÿ íåïðåðûâíûõ ðàñøèðåíèé ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà è ïîñòðîåíèÿ íà èõ
îñíîâå ìåòîäîâ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, â êîòîðûõ íóëü ïðèíàäëåæèò ñóá-
äèôôåðåíöèàëó Êëàðêà. Êðîìå òîãî, âàæíî ïîêàçàòü ñâÿçü ðàçëè÷íûõ ìåòî-
äîâ àïïðîêñèìàöèé ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé è óêàçàòü íîâûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ
ñóáäèôôåðåíöèàëîâ, ÷òî è áûëî ñäåëàíî.

Íåãëàäêèå (íåäèôôåðåíöèðóåìûå) èëè íåäîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, êî-
òîðûå, íàïðèìåð, íå èìåþò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ñòàëè â íàøè äíè îáû÷íûì
èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ. Òàêèìè ôóíêöèÿìè îïèñûâàþòñÿ ìíîãèå ïðîöåñ-
ñû â ýêîíîìèêå, ïëàíèðîâàíèè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ò.ä. Ïðèìåðîì òàêèõ
ôóíêöèé ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ôóíêöèè, ïîëó÷àåìûå ïðè âçÿòèè îïåðàöèé
ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ
îò ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ãëàäêèõ (äèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé. Îáû÷íîãî â
íàøåì ïîíèìàíèè îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà ó íåãëàäêèõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò.
Èçâåñòíî, ÷òî ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ ïî÷òè âñþäó (ï.â.) â Rn äèôôåðåíöèðóå-
ìà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå óñêîðåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíê-
öèé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêèå êîíñòðóêöèè, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû ìåòîäû
îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Íî
äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ êîíñòðóê-
öèé òî÷êè ýêñòðåìóìà íå èñ÷åçàëè è íå ïîÿâëÿëèñü íîâûå òî÷êè, î êîòîðûõ ìû
íå çíàåì, êàê äàëåêî îíè íàõîäÿòñÿ îò òî÷åê ýêñòðåìóìà èñõîäíîé ôóíêöèè.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ ôóíêöèé ìû ìîæåì ïåðåéòè îò ëîêàëüíîé îïòèìè-
çàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé ê ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé, à òàê-
æå îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê òî÷êå ýêñòðåìóìà, ÷òî áåçóñëîâíî âàæíî,
ïîñêîëüêó ìîæíî ñòðîèòü óñêîðåííûå îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ôóíêöèé
ñ ðàçðûâíûìè ãðàäèåíòàìè.

Â íåêîòîðûõ òåîðåìàõ äèññåðòàöèè äåëàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ïðè ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíê-
öèÿ. Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöå-
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âîé ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé èíòåðåñíà äëÿ ìàòåìàòè-
êîâ ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòîé ïðîáëåìîé íà÷àëè çàíèìàòü-
ñÿ ãåîìåòðû øêîëû àêàäåìèêà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà åùå â 40-ûõ - 60 ûõ ãîäàõ
20-îãî ñòîëåòèÿ. Ïîçäíåå èíòåðåñ ê òàêèì ôóíêöèÿì âîçðîñ â ñâÿçè ñ ââåäå-
íèåì êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â îïòèìèçàöèè. Ïîëó÷åíèå óñëîâèé
ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ, à òàêæå óñëîâèé êâàçè-
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå èíòåðåñåí êàê äëÿ ãåîìåòðîâ, òàê è äëÿ
ìàòåìàòèêîâ, çàíèìàþùèõñÿ îïòèìèçàöèåé.

Á.Í. Ïøåíè÷íûé ââåë âåðõíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè (â.â.à.). Íàõîæäå-
íèå â.â.à. è ôîðìóëèðîâêà ñ èõ ïîìîùüþ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
îïòèìàëüíîñòè − ýòî òà çàäà÷à, êîòîðîé èíòåðåñóþòñÿ ìíîãèå ñïåöèàëèñòû â
îïòèìèçàöèè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì.

Îäíà èç âàæíåéøèõ öåëåé äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ îïòèìèçàöèè (â òîì ÷èñëå
íåãëàäêîé) - ýòî ïîñòðîåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ëèïøè-
öåâûõ ôóíêöèé, ñîñòîÿùåãî èç îáîáùåííûõ ìàòðèö. Ñ ïîìîùüþ îáîáùåííûõ
ãðàäèåíòîâ è ìàòðèö ìîæíî ñòðîèòü îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ íåãëàäêèõ èëè íåäîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ïîäîáíûå ìåòîäàì
Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ
ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé − ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ
ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå íà èõ îñíîâå íîâûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ
èëè íåäîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ê êîòîðûì íåïðèìåíèìû èëè äëÿ êîòî-
ðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ âûñîêîãî
ïîðÿäêà. Èññëåäóþòñÿ íîâûå âèäû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (ÌÎ), ðàçëè÷-
íûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèé ÌÎ è èõ âçàèìîñâÿçü, ïîñêîëüêó îñíîâíûìè îáú-
åêòàìè èçó÷åíèÿ â íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ãðàäèåíòû,
îáðàçóþùèå â ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè íåêîòîðûõ ÌÎ.
Äðóãîé, íå ìåíåå âàæíîé, öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå àïïðîêñèìàöè-



� 12 �

îííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì òåîðèè óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ïîñòðîåíèå íèæíèõ è
âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé è ôîðìóëèðîâêà ïðè ïîìîùè èõ íåîáõîäè-
ìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òåî-
ðèè ôóíêöèé, òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà, âûïóêëîì àíàëèçå, òåîðèè
ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé è èõ àïïðîêñèìàöèè, òåîðèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
ýêñòðåìóìà, ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è çàäà÷ íà ìèíèìàêñ, àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ íîâûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè
ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé è ïîêàçàíà ñâÿçü ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè (ãëàâà
1, ïàðàãðàô 1.3). Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé, ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìûõ ðàçíî-
ñòüþ âûïóêëûõ, ââåäåííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñèìàöèåé
Êëàðêà (ãëàâà 1, ïàðàãðàô 1.3). Óñðåäíåííûå èíòåãðàëû îò ãðàäèåíòîâ, ââå-
äåííûå â ãëàâå 1, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ ðàâíîìåðíûõ
àïïðîêñèìàöèé ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, ÷òî âàæíî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòà-
öèîíàðíûõ òî÷åê (ãëàâà 1, ïàðàãðàô 1.8.3).

Èçó÷àþòñÿ íîâûå ÌÎ, ñâÿçàííûå ñ íîâûì ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèè. Äîêà-
çûâàåòñÿ èõ ëèïøèöåâîñòü è îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ íèõ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàð-
êà (ãëàâà1, ïàðàãðàô 1.4, 1.7). Â ðàáîòå ðàçðàáàòûâàþòñÿ îïòèìèçàöèîííûå
ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé. Ââîäÿòñÿ α-
îáîáùåííûå ìàòðèöû, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå íå åñòü íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè è êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáîáùåííûìè ìàòðèöàìè âòî-
ðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â òî÷êå, à òàêæå èõ íåïðåðûâíûå àíàëîãè
(α, δ)-îáîáùåííûå ìàòðèöû. Èíòåðåñåí ôàêò, ÷òî îïðåäåëÿåìûå ÌÎ ÿâëÿþòñÿ
àíàëîãîì ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Âàæíî òàêæå óìåòü âû÷èñëÿòü òàêèå ìàòðèöû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíî
ëèïøèöåâîé ôóíêöèè è äëÿ ðàçíûõ âèäîâ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Åñëè
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ìû íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü îáîáùåííûå ìàòðèöû è èõ íåïðåðûâíûå àíàëîãè, òî
ìîæíî ñòðîèòü ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, à òàêæå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæå-
íèé. Âåäü ïðè íàõîæäåíèè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé â ñìûñ-
ëå Êëàðêà ìû òàêæå èìååì äåëî ñ ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Íà îñíîâå ðàçâèòîé òåîðèè ñòðîÿòñÿ íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé è îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ
ãëàäêèõ èõ êîìáèíàöèé. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò âåðõíåé âûïóêëîé àï-
ïðîêñèìàöèè, ââåäåííîé Á.Í. Ïøåíè÷íûì, ïðè ïîñòðîåíèè íèæíåé âûïóêëîé
àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ äâå âûïóêëûå ôóíêöèè, îäíà èç êîòîðûõ ëåãêî
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà.

Ïðè îïòèìèçàöèè ôóíêöèé ñëîæíîãî âèäà, íàïðèìåð, êîëåáàòåëüíîãî âè-
äà, ïîëåçíî óïðîùàòü ýòè ôóíêöèè, ñòðîÿ ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîê-
ñèìàöèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè èëè äàæå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
(ãëàâà 1, ïàðàãðàôû 1.5, 1.6). Ïðè ïîñòðîåíèè ãëàâíûõ íèæíèõ âûïóêëûõ àï-
ïðîêñèìàöèé èñïîëüçóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, âèä êîòîðîé èçâåñòåí
èçíà÷àëüíî. Ñòðîèòñÿ àëãåáðà ãëàâíûõ íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé, òî
åñòü îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ñóììû (ðàçíîñòè), ïðîèçâåäå-
íèÿ (÷àñòíîãî) è ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèè, ãëàâíûå íèæ-
íèå àïïðîêñèìàöèè êîòîðûõ èçâåñòíû. Åñëè ãëàâíûå íèæíèå àïïðîêñèìàöèè
â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê, ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì, ïîñòðîåíû, òî â äàëüíåé-
øåì îïòèìèçèðóåòñÿ íå ñàìà ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ãëàâíûõ
íèæíèõ àïïðîêñèìàöèé èñõîäíîé ôóíêöèè.

Äàëåå èçó÷àþòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ (ÌÎ)
(ãëàâà 2), ïîñêîëüêó, êàê ýòî óæå îòìå÷àëîñü, îñíîâíûìè îáúåêòàìè â íåãëàä-
êîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ÌÎ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè ÌÎ îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, èñïîëüçóÿ êîòîðîå â äîñòàòî÷íî îáùåì ñëó÷àå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíî ëèïøèöåâîãî ÌÎ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ðàçëè÷-
íûõ âèäîâ àïïðîêñèìàöèé ÌÎ. Ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ âèä êîíó-
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ñà Áóëèãàíà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ïî÷òè âñþ-
äó â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâà íåñâÿçàííîé ïåðåìåííîé è ïðî-
ñòðàíñòâà, ãäå íàõîäÿòñÿ îáðàçû, èìåþò ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ îïîðíîé ôóíêöèè ïî àðãóìåíòó è îïîðíîìó âåêòîðó. Ââîäèòñÿ ñóáäèô-
ôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ, êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïðåäåëüíûõ
ìàòðèö âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ãëàâà 1, ïàðàãðàô 1.7). Ñòðîÿòñÿ ïðå-
äåëüíûå óñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ òàêèõ ìàòðèö âäîëü êðèâûõ, ãäå
ýòè ìàòðèöû ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè óêàçàííûõ
ïðîñòðàíñòâ. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êî-
íóñà êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé, êîíóñà Áóëèãàíà, à òàêæå êîíóñà âîçìîæíûõ
íàïðàâëåíèé (ãëàâà 2, ïàðàãðàô 2.5). Òàê æå, êàê è äëÿ ôóíêöèé, óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñîáîé âñåõ ýòèõ êîíóñîâ. Íàõîäèòñÿ âèä êàæäîãî êîíóñà
ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ óñðåäíåííûõ èíòåãðàëîâ îò ìàòðèö
âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè ÌÎ âäîëü êðèâûõ, ãäå ýòè
ìàòðèöû ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó, íå ïóñòî.

Âàæíûì ïðèìåíåíèåì âñåãî ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé ïî
íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé (ãëàâà 2, ïàðàãðàô 2.6). Òàêèå ôóíê-
öèè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ â ýêîíîìèêå, â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, â òåîðèè íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâ. Âèä ýòîé ïðîèçâîäíîé íàõîäèòñÿ ïðè îáùåì ïðåäïîëîæåíèè î
íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, ñòîÿùåé ïîä ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì),
ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî îòñóòñòâóåò òðåáîâàíèå î âîãíóòî-
ñòè ôóíêöèè, ñòîÿùåé ïîä ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì), ïî ñâÿçàííîé ïåðåìåí-
íîé, ÷òî èìåëî ìåñòî â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ, à òàêæå íàëè÷èå òî÷êè Ñëåé-
òåðà ó ìíîæåñòâà, ïî êîòîðîìó èùåòñÿ ìàêñèìóì (ìèíèìóì). Â âûðàæåíèå äëÿ
ïðîèçâîäíîé ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè âõîäèò ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ óñðåäíåí-
íûõ èíòåãðàëîâ îò ìàòðèö âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè
ÌÎ âäîëü êðèâûõ, ãäå ýòè ìàòðèöû ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó. Óäàåòñÿ íàéòè
ñóáäèôôåðåíöèàë ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå (ãëàâà 2, ïàðàãðàô 2.8). Â
êà÷åñòâà ïðèìåðà ïðèâîäèòñÿ ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîé òåîðèè äëÿ îïòèìè-
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çàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè (ãëàâà 2, ïàðàãðàô 2.9).
Âñÿ òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ ãëàâíûõ íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ëèï-

øèöåâûõ ôóíêöèé ïðèìåíèìà äëÿ ôóíêöèé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) ïî ëèïøè-
öåâûì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì (òàê íàçûâàåìûì, ìàðãèíàëüíûì ôóíê-
öèÿì), òàê êàê òàêèå ôóíêöèè åñòü ëèïøèöåâûå. Ñòðîÿòñÿ ãëàâíûå íèæíèå àï-
ïðîêñèìàöèè äëÿ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå óïðîùàþò âèä ýòèõ ôóíê-
öèè è äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìà âñÿ ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèé ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé (ãëàâà 2, ïàðàãðàô 2.7).

Â ãëàâå 3 ðàçâèâàåòñÿ íîâûé íåëîêàëüíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ
è íåäîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ê êîòîðûì ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì íåïðèìå-
íèìû ìåòîäû îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷-
êè. C ïîìîùüþ òàêèõ ôóíêöèé ìîæíî ñòðîèòü ìåòîäû îïòèìèçàöèè âòîðîãî
ïîðÿäêà, ñõîäÿùèåñÿ ê ε(D)-ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì. Îïèñàí àëãîðèòì îïòè-
ìèçàöèè, ñõîäÿùèéñÿ ê ε(D)-ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f ñî
ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ, ò. å. ñî ñêîðîñòüþ áîëåå áûñòðîé, ÷åì ñõîäèìîñòü
ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó çàêîíó.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíûé ïîèñêîâûé àëãîðèòì íà-
õîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ
îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ îïòèìèçàöèè â Rn

èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðûõ
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíå-
íèé âûïóêëûìè ïî óïðàâëåíèþ è ðåãóëÿðèçàöèîííîìó ïàðàìåòðó α â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïî îáîèì ïåðåìåííûì. Òàêæå ïðåäëàãàåò-
ñÿ ñòðîèòü ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè
â íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îêðåñòíîñòÿõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê, ÷òî äå-
ëàåò îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ áîëåå óñòîé÷èâûì ê èçìåíåíèÿì àðãóìåíòà, à
ñàì ôóíêöèîíàë − ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, ÷òî âàæíî äëÿ îïòèìèçàöèè â
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Â íåêîòîðûõ òåîðåìàõ äèññåðòàöèè äåëàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ ïðè ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíê-
öèÿ. Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöå-
âîé ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé èíòåðåñíà äëÿ ìàòåìàòè-
êîâ ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòîé ïðîáëåìîé íà÷àëè çàíèìàòü-
ñÿ ãåîìåòðû øêîëû àêàäåìèêà À.Ä. Àëåêñàíäðîâà åùå â 40-ûõ - 60 ûõ ãîäàõ
20-îãî ñòîëåòèÿ. Ïîçäíåå èíòåðåñ ê òàêèì ôóíêöèÿì âîçðîñ â ñâÿçè ñ ââåäåíèåì
êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â îïòèìèçàöèè. Â ãëàâå 5 äàþòñÿ íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåõîä îò ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ê äâóì
ïåðåìåííûì ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííûì øàãîì âïåðåä. Â äàëüíåéøåì âîçìîæíî
îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé òðåõ è áîëåå ïåðåìåííûõ.

Â ïÿòîé ãëàâå ïðèâåäåí àëãîðèòì ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Äàíà òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èí-
òåðïðåòàöèÿ ýòèõ óñëîâèé. Ýòè óñëîâèÿ ïðèâåäåíû, ïîñêîëüêó ôóíêöèè, ïðåä-
ñòàâèìûå â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé (ÏÐÂ ôóíêöèè), íàõîäÿò øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå â îïòèìèçàöèè, à òàêæå íåêîòîðûå òåîðåìû èç ïðåäûäóùèõ
ãëàâ äîêàçàíû ïðè óñëîâèè ëîêàëüíîé ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â âèäå ðàç-
íîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè
â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü îáîáùåí äëÿ áîëåå îáùåãî
ñëó÷àÿ.

Â øåñòîé ãëàâå ðå÷ü èäåò î âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèÿõ (â.â.à.) ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé è ìåòîäàõ èõ ïîñòðîåíèÿ. Èçíà÷àëüíî â.â.à., èãðàþùèå âàæ-
íóþ ðîëü â îïòèìèçàöèè, áûëè ââåäåíû Á.Í. Ïøåíè÷íûì [72]. Ìåòîäîâ äëÿ èõ
ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ íå áûëî. Òåîðåìà, äàþùàÿ òàêîé ìåòîä, ïðèâåäåíà
â ãëàâå 6. Òàì ïîñòðîåíû âåðõíèå è íèæíèå ýêçîñòåðû ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ
óñðåäíåííûõ èíòåãðàëîâ îò ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè, âû÷èñëåííûõ âäîëü êðèâûõ,
ââåäåííûõ â ãëàâå 1.Ñ ïîìîùüþ â.â.à. ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.
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Â ñåäüìîé ãëàâå ñòðîèòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùèé èç
îáîáùåííûõ ìàòðèö, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íîâîé èäååé â íåãëàäêîé îïòè-
ìèçàöèè. Ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ñòåêëîâà, â êîòî-
ðîì ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå, ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó.
Èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû 3. Ñóáäèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïî-
ëó÷åííûå ýòèì æå ìåòîäîì, ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 1. Îáîáùåííûå
ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíî-
ñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ðåàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ.
Âûøå áûëà îòìå÷åíà âàæíîñòü ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ÷åìó è ïîñâÿùåíà ðàáîòà. Ââåäåíû íîâûå
ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óäàåòñÿ
ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûå ðàñøèðåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, ÷òî íàõîäèò
ïðèìåíåíèå â îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäàõ. Â äèññåðòàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä
ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè è åå ñóáäèôôåðåíöèà-
ëà Êëàðêà, ÷òî âàæíî äëÿ ðàçâèòèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ òàêèõ ôóíê-
öèé. Âïåðâûå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,
èñïîëüçóþùèé èäåþ îâûïóêëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèìåíåíèå íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèè ê öåëåâîé
ôóíêöèè çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò îïòèìèçàöèîííóþ
çàäà÷ó. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìà-
öèè ñòàíîâèòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, à ñàìà çàäà÷à - óñòîé÷èâîé äëÿ ìà-
ëûõ èçìåíåíèé óïðàâëåíèÿ u. Íàïèñàíû è îòëàæåíû ïðîãðàììû äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ãëîáàëüíîé òî÷êè ýêñòðåìóìà, èñïîëüçóþùèå ýòó èäåþ. Ïðåäëîæåíà
èíòåãðàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùàÿ ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷-
êè, íà îñíîâå êîòîðîé ðàçðàáîòàí àëãîðèòì óñêîðåííîãî ïîèñêà òàêèõ òî÷åê.
Òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâèìîñòè ëèïøèöå-
âîé ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé èìååò êàê òåîðåòè÷åñêèé,
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òàê è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, òàê êàê ñ åå ïîìîùüþ âîçìîæíî çàïðîãðàììèðî-
âàòü ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíîé ìíîãîãðàííîé ôóíêöèè
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãðàíåé â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ. Ïðèâîäèòñÿ ïðàâèëî
ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé (â.â.à.), ïðè ïîìîùè êîòîðûõ
ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå.
Ñòðîèòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè, ñîñòî-
ÿùèé èç îáîáùåííûõ ìàòðèö, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì ïðîäâèæåíèåì â íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ áûëà îïóáëèêîâàíà â ñòà-
òüÿõ öåíòðàëüíûõ èçäàòåëüñòâ, à òàêæå çà ðóáåæîì. Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâà-
ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

- Íåãëàäêèé àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ, ËÎÌÈ, Ëåíèíãðàä, 1995;
- International Conference of Asia-Paci�c, Melbourne, Australia, 1997;
- Àìåðèêî - àâñòðàëèéñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñúåçä, Ìåëüáóðí, 1999;
- Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíô., ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ ïðîô. Çóáîâà Â.È., 2005;
- Ìåæä. êîíô. ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì êèáåðíåòèêè, Êàçàíü, 2005;
- Êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ àêàä. Í.Í. Ìîèñååâà, 2007;
- 2-àÿ ìåæä. êîíô. ïî ñîöèàëüíîé è ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêå, Ìîñêâà, 2007;
- Ìåæä. êîíô. "Èíäåíòèô. ñèñòåì è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ", SICPRO, 2008;
- 10-àÿ ìàòåì. øêîëà-ñåìèíàð ïî ïðîáëåìàì òåîðèè ôóíêöèé, Ñàðàòîâ, 2008;
- Ìåæä. êîíô. "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ", ïîñâÿùåííàÿ

100-ëåòèþ àêàä. Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, ÌÃÓ, 2008;
- Ìåæä. êîíô. "Àêòóàëüíûå âîïðîñû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëåíèÿ",

ïîñâÿùåííàÿ 85-ëåòèþ àêàä. Í.Í. Êðàñîâñêîãî, Åêàòåðèíáóðã, 2009;
- Ìåæä. êîíô. "Íåãëàäêèé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû", Ñ.Ïåòåðáóðã, 2012.
- XV Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è

ïðèëîæåíèÿ", Åêàòåðèíáóðã, 2015.
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Íà ñåìèíàðàõ â Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå, â Èíñòèòóòå
ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ, â Èíñòèòóòå ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÐÀÍ, â Ñàíêò Ïå-
òåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ïðîöåññîâ
óïðàâëåíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, ñåìè
ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ, ðèñóíêîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Â Ïðèëîæåíèå âêëþ÷åíû
24 ðèñóíêà è òàáëèöû ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ñïèñîê ëèòå-
ðàòóðû ñîñòîèò èç 109 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè 326 ñòðàíèö.

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 - ýòî ïðîäîëæåíèå ðàáîò
îá àïïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé Ô. Êëàðêà, Æ. Ïåíî, Á.Ø. Ìîðäóõî-
âè÷à. Íîâûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé îïóáëèêîâàí â [102],
[103]. Ââåäåííûå êîíñòðóêöèè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-
íóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Êëàðêà [103].
Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ çàòåì â ãëàâå 2, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèâûå â äå-
êàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ, âäîëü êîòîðûõ ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî òà-
êèå ìàòðèöû ñóùåñòâóþò â òàêîì ïðîñòðàíñòâå ïî÷òè âñþäó è ñ èõ ïîìîùüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà [57] äëÿ ëèïøèöåâûõ ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé. Ïðè áîëåå ñëàáûõ òðåáîâàíèÿõ, ÷åì ýòî äåëàëîñü äðóãèìè àâòî-
ðàìè, íàõîäèòñÿ âèä ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé (êîíóñ Áóëåãàíà), êà-
ñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé è âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé [51]. Òàêæå â ãëàâå 2 îïðå-
äåëÿþòñÿ ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè è ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ
[55], [56]. Ýòè êîíñòðóêöèè îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ðåøåíèè íåêîððåêò-
íûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÷òî îòìå÷àåòñÿ â ãëàâå 4. Â ãëàâå 2 èçó÷àþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé, íàéäåí âèä ïðîèçâîä-
íîé ïî íàïðàâëåíèþ òàêèõ ôóíêöèé è èõ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà [54]. Â
êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè ýêñòðåìóìà ïî ε - ñóáäèôôå-
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ðåíöèàëüíîìó îòîáðàæåíèþ, íàõîäèòñÿ âèä èõ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ è
íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà [18]. Â ãëàâå 3 îïðåäåëåí íîâûé ñïîñîá àï-
ïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû ìåòîäû îï-
òèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà [67]. Â ãëàâå 4 èçó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, à òàêæå óêàçà-
íû ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ãëàâíûõ íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé
äëÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêî-
âàíû â ñòàòüÿõ [58], [60], [61], [59]. Â ãëàâå 5 ðåøàåòñÿ îäíà èç âàæíûõ ïðîáëåì,
ñòîÿùàÿ íà ãðàíèöå òåîðèè îïòèìèçàöèè è ãåîìåòðèè. À èìåííî: ïðèâåäåíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöå-
âîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ. Ðåçóëüòàòû îïóá-
ëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [52], [62], [70]. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ
àëãîðèòìè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíîé ôóíêöèè â âèäå ðàç-
íîñòè âûïóêëûõ. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû â ïðèëîæå-
íèè. Â øåñòîé ãëàâå äàíî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìà-
öèé ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé [69] , ÷òî âàæíî äëÿ ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìûõ è
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå è ðàçðàáîòêè íà èõ îñíîâå îïòè-
ìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ. Ðåçóëüòàòû ñåäüìîé ãëàâû ïîëó÷èëè âûñîêóþ îöåíêó
èíîñòðàííîãî ñïåöèàëèñòà â ðåöåíçèè íà ñòàòüè, ïîñëàííóþ â ðåäàêöèþ æóð-
íàëà Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà.

Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 35 ðàáîò, èç êîòîðûõ 21 âõîäèò
â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ÐÔ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëîâ.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ââåäåí íîâûé ñóáäèôôåðåíöèàë äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, è
ïîêàçàíà ñâÿçü ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè. Ôîðìóëèðóåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå
îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå.
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2. Ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíàÿ ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà
Êëàðêà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåññàõ ïîèñêà ñòàöèî-
íàðíûõ òî÷åê. Ñòðîèòñÿ ëèïøèöåâîå ÌÎ − àíàëîã ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè.

3. Ñòðîÿòñÿ ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè (ÃÍÂÀ) äëÿ ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé è îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ èõ
êîìáèíàöèé. Ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëü-
íîñòè â òî÷êå ÷åðåç êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ.

4. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè ÌÎ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ÌÎ. Îïðå-
äåëÿåòñÿ âèä êîíóñà Áóëèãàíà, èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèö âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè, êîòîðûå, êàê äîêà-
çûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë
Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ è íàõîäèòñÿ âèä ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ
ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè è åå ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà.

5. Ðàçâèâàåòñÿ íîâûé íåëîêàëüíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ è íåäî-
ñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì äâàæäû äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. C ïîìîùüþ
òàêèõ ôóíêöèé ñòðîèòñÿ ìåòîä îïòèìèçàöèè, ñõîäÿùèéñÿ ñî ñâåðõëèíåéíîé
ñêîðîñòüþ ê ε(D)-ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè.

6. Ââîäèòñÿ íåëîêàëüíûé ïîèñêîâûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èëè òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé âûïóêëû-
ìè (âîãíóòûì) ïî óïðàâëåíèþ è ðåãóëÿðèçàöèîííîìó ïàðàìåòðó α â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè îïòèìóìà. Ñòðîèòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

7. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëü-
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íîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíê-
öèé. Äàíà òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ óñëîâèé.

8. Äàíî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ýêçîñòåðîâ äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëü-
íîñòè â òî÷êå.

9. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ Ñòåêëîâà ââîäÿòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî
è âòîðîãî ïîðÿäêîâ äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèé, ñîñòîÿùèå èç îáîáùåííûõ ãðà-
äèåíòîâ è ìàòðèö, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå. Ïîñòðîåíî èñ÷èñëåíèå ñóáäèôôåðåí-
öèàëîâ.
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1 ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ

1.1 Ââåäåíèå

Òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé è ìåòîäû îïòèìèçàöèè òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ
äðóãîì. Âûáîð îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà çàâèñèò îò âûáîðà àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèè. Òàê ëèíåéíîìó ñïîñîáó àïïðîêñèìàöèè, ò.å. êîãäà èñõîäíóþ ôóíê-
öèþ f : Rn → R çàìåíÿþò ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî ïðàâèëó

f(x +4x) ' f(x) + (a(x),4x),

ãäå a(x),4x ∈ Rn, (a(x),4x)− ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñîîòâåòñòâóþò ëèíåé-
íûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ëèíåéíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî ìû ïîëüçóåìñÿ òîëüêî èíôîðìàöèåé î çíà÷åíèè ôóíêöèè è å¼ ãðàäèåíòà.
Ñàìè ìåòîäû ñòðîÿòñÿ ïóòåì îïòèìèçàöèè èñõîäíîé ôóíêöèè f(·) âäîëü ëó-
÷à x + αg, α > 0, g ∈ Rn, â Rn, àïïðîêñèìèðóÿ ôóíêöèþ f(·) åå ëèíåéíûì
ïðèáëèæåíèåì

f(x) + α(a, g),

ãäå a ∈ Rn. Âåêòîð a äëÿ ðàçíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè âûáèðàåòñÿ ïî-ðàçíîìó.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

à. Ïóñòü ìû ìèíèìèçèðóåì èñõîäíóþ ôóíêöèþ f(·) : Rn → R, êîòîðàÿ åñòü
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ïîëàãàåì a = a(x) = −f ′(x),
ãäå f ′(x) = ∇f(x)− ãðàäèåíò ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x.

Â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè f(·) ïîëàãàåì a(x) = f ′(x).

á. Åñëè ôóíêöèÿ f(·) íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x, òî âûáîð âåêòîðà
a íåîäíîçíà÷åí. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð a âûáèðàþò èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà.
Íàèáîëåå óäà÷íîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà è ñïîñîá âûáîðà âåêòîðà a

ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè.
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Åñëè âìåñòî îïòèìèçàöèè ôóíêöèè f(·) ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(x) = 0,

òî, ïðèìåíÿÿ ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x, çàìåíÿåì èñ-
õîäíîå óðàâíåíèå íà ëèíåéíîå óðàâíåíèå

f(x) + (a(x),4x) = 0

è ðåøàåì åãî îòíîñèòåëüíî 4x. Âûáîð âåêòîðà a îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(·) óáûâàëà, åñëè f(·) > 0, è âîçðàñòàëà, åñëè f(·) < 0.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ê îïòèìàëüíîé òî÷êå,
ò.å. òî÷êå, ãäå âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, êàê ïðàâèëî,
íåâûñîêàÿ. Êîíå÷íî, îíà çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèè. Ïðè îïòèìèçàöèè äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé ìåòîä íàè-
ñêîðåéøåãî ñïóñêà, îñíîâàííûé íà ëèíåéíîì ìåòîäå àïïðîêñèìàöèè, ñõîäèòñÿ
ê îïòèìàëüíîé òî÷êå x∗ ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ñêîðîñòüþ, ò.å. äëÿ òî÷åê èòåðàöè-
îííîãî ïðîöåññà {xk} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q‖xk − x∗‖,
ãäå q < 1. Áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåì, êîãäà èñïîëüçóåì
áîëüøå èíôîðìàöèè î ëîêàëüíîì ïîâåäåíèè ôóíêöèè, à èìåííî: âìåñòå ñ ïðî-
èçâîäíîé èñïîëüçóåì ìàòðèöó âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè

f ′′(x) = (aij(x)), i, j ∈ 1 : n,

ãäå
ai,j(x) = ∂2f(x)/∂xi∂xj,

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, åñòü ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà, ïîñêîëüêó aij(x) = aji(x),

åñëè ôóíêöèÿ f(·) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíóþ òî÷êó ôóíêöèè f(·) íà âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå Rn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(·) ∈ C2, ò.å. f(·) åñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ. Êàê èçâåñòíî, â îïòèìàëüíîé òî÷êå (èëè, êîðî÷å ãîâîðÿ, òî÷êå
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îïòèìóìà) âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

f ′(x) = 0,

0 ∈ Rn. Ïîñòðîèì ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, êàê ýòî
áûëî ñäåëàíî ðàíüøå:

f ′(x +4x) ' f ′(x) + f ′′(x)4x.

Ëèíåàðèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. ïðàâàÿ ÷àñòü) åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïî 4x

è äëÿ íå¼ ðåøàåì óðàâíåíèå

f ′(x) + f ′′(x)4x = 0.

Îòñþäà
4x = −(f ′′(x))−1f ′(x).

Èòàê, ïîëó÷åíî ïðàâèëî âûáîðà øàãà äëÿ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà Íüþòîíà-
Êàíòîðîâè÷à. Ýòî åñòü ïîëíûé øàã, êîòîðûì ïîëüçóþòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè îïòèìóìà (ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà). Â òàêîé îêðåñòíîñòè íîð-
ìà ãðàäèåíòà ôóíêöèè áëèçêà ê íóëþ, è ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
îïòèìóìà î÷åíü ìåäëåííî. Ïîýòîìó, êîãäà íàõîäèìñÿ äàëåêî îò òî÷êè îïòè-
ìóìà, ãäå íîðìà ãðàäèåíòà âåëèêà, áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïåðâîãî ïîðÿä-
êà. Â óêàçàííîé îáëàñòè ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà ñõîäÿòñÿ, êàê ïîêàçûâàåò
ïðàêòèêà, õîðîøî. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè îïòèìóìà, ãäå ãðàäèåíò ìàë
ïî íîðìå, èñïîëüçóåì ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè îïòèìóìà x∗ äëÿ äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé − êâàäðàòè÷íàÿ, ò.å.
äëÿ òî÷åê èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà {xk} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q‖xk − x∗‖2,

ãäå q < 1. Áîëåå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ìåòîäàõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ
äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â êíèãå [73].
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Îïèñàííûå âûøå èäåè õîðîøî ðàçâèòû äëÿ ãëàäêèõ(äèôôåðåíöèðóåìûõ)
ôóíêöèé. Òåîðèÿ ïåðåñòàåò ðàáîòàòü äëÿ íåãëàäêèõ(íåäèôôåðåíöèðóåìûõ)
ôóíêöèé. Ïåðâûé âîïðîñ âîçíèêàåò ñðàçó: ÷òî ïîíèìàòü ïîä ãðàäèåíòîì
íåãëàäêîé ôóíêöèè â òî÷êå? Äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé ââåëè îáîáùåí-
íûå ãðàäèåíòû. Òàê, íàïðèìåð, ñïåðâà äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé, à çàòåì äëÿ
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé áûëè ââåäåíû ñóáäèôôåðåíöèàëû. Ýòî âûïóêëûå, êîì-
ïàêòíûå ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ. Âñå äîñòîèíñòâà è
íåäîñòàòêè ýòèõ ìíîæåñòâ áóäóò ïîêàçàíû äàëåå íà ïðèìåðàõ. Âòîðîé, íàè-
áîëåå òðóäíûé âîïðîñ: à êàê îïðåäåëèòü ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (èëè
îáîáùåííóþ ìàòðèöó) äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé? Íà âñå ýòè âîïðîñû òðåáóåò-
ñÿ íàéòè îòâåòû, ïîñêîëüêó ñòðîèòü ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íåãëàäêèõ
ôóíêöèé, ÷òî ïûòàþòñÿ äåëàòü ìíîãèå ìàòåìàòèêè, áåç ñîîòâåòñòâóþùèõ êîí-
ñòðóêöèé íåâîçìîæíî.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé − ëî-
êàëüíî ëèïøèöåâûå ôóíêöèè. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ñòðîÿòñÿ àïïðîêñèìàöèè è
îáîáùåííûå ãðàäèåíòû, îáðàçóþùèå öåëîå ìíîæåñòâî, è êîòîðûå ñîâïàäàþò
ñ óæå ââåäåííûìè ðàíåå êîíñòðóêöèÿìè â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Ýòè
êîíñòðóêöèè ðàçâèâàþòñÿ äàëåå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èëèñü óæå íåïðå-
ðûâíûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ íàïîäîáèå ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé [103]. Òàê æå, êàê ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíûå
îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé, îíè îêàçûâàþòñÿ ëèïøèöåâûìè ìíî-
ãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè, äëÿ êîòîðûõ, îñíîâûâàÿñü íà ðàííèõ ðåçóëüòà-
òàõ àâòîðà [57], ìîæíî ñòðîèòü ñóáäèôôåðåíöèàëû Êëàðêà, ñîñòîÿùèå èç ìàò-
ðèö âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè. Âàæíî, ÷òî ýòè ìàòðèöû
ìîæíî âû÷èñëÿòü ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì ôîðìóëàì. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå
ýòèõ êîíñòðóêöèé ñòðîÿòñÿ α-îáîáùåííûå è (α, β)-îáîáùåííûå ìàòðèöû, èñ-
ïîëüçóÿ êîòîðûå ìîæíî ñòðîèòü ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ α-
îïòèìàëüíûõ òî÷åê.
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1.2 Âûïóêëîçíà÷íûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ è èõ ñâîéñòâà

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðàññìîòðåíèþ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé, íåîáõîäèìî
ââåñòè îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ âûïóêëîçíà÷íûõ êîìïàêòíûõ ìíîãî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ, êîãäà ôóíêöèÿ íåäèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå, è ñîñòîÿò èç îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ. Íå ñóùåñòâóåò
åäèíîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ. Åñòåñòâåííî, èõ íà-
äî îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû îíè ñòàíîâèëèñü îáû÷íûìè ãðàäèåíòàìè äëÿ ãëàä-
êèõ ôóíêöèé, è ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñòðîèòü íåïðåðûâíûå êîíñòðóê-
öèè, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëûõ
ôóíêöèé [41]. Èíòåðåñíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé
ìîæíî ñòðîèòü íå òîëüêî íåïðåðûâíûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ (ÌÎ), ÿâ-
ëÿþùèåñÿ àíàëîãîì ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé, íî è ëèïøèöåâûå
ÌÎ, äëÿ êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî îïðåäåëèòü îáîáùåííûå ìàòðèöû,
îáðàçóþùèå â ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðûå âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â
ïðîñòðàíñòâàõ ñ áîëüøåé ðàçìåðíîñòüþ, äëÿ êîòîðûõ òàêæå ìîæíî ñòðîèòü
íåïðåðûâíûå àíàëîãè, è ò.ä. äî áåñêîíå÷íîñòè. Âñå ýòè êîíñòðóêöèè èìåþò
âàæíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó îíè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â àïïðîêñèìàöèè è îï-
òèìèçàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2R
n ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ â Rn.

Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå A : Rn → 2R
n, êîòîðîå ñòàâèò êàæäîé òî÷êå

x ∈ Rn âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rn. Òàêîå îòîáðàæåíèå áóäåì êî-
ðîòêî íàçûâàòü âûïóêëîçíà÷íûì êîìïàêòíûì ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì
(ÂÊÌÎ). Îáû÷íûå îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè, îáðàçàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè
â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, áóäåì òàêæå íàçûâàòü òî÷å÷íîçíà÷íûìè ôóíêöèÿ-
ìè, ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÂÊÌÎ.

Êàê è äëÿ îáû÷íûõ ôóíêöèé, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. ÌÎ A : Rn → 2R
n íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó
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(Ï.ÑÂ) â òî÷êå x, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, xk → x, è äëÿ
ëþáûõ vk ∈ A(xk), ñõîäÿùèõñÿ ê v, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå v ∈ A(x).

Íà ÿçûêå ε, δ îêðåñòíîñòåé îïðåäåëåíèå 1.2.1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ‖ xk − x ‖< δ(ε),

A(xk) ⊂ A(x) + Bn
ε (0),

ãäå Bn
ε (0) = {z ∈ Rn |‖ z ‖≤ ε},

A(x) + Bn
ε (0) = {v + z | ∀v ∈ A(x), ∀z ∈ Bn

ε (0)}

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. ÌÎ A : Rn → 2R
n íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó

(Ï.ÑÍ) â òî÷êå x, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ A(x) è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xk}, xk → x, ñóùåñòâóþò âåêòîðû vk ∈ A(xk), ñõîäÿùèåñÿ ê âåêòîðó
v.

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. ÌÎ A : Rn → 2R
n íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Êàêó-

òàíè â òî÷êå x (Ê-íåïðåðûâíûì), åñëè îíî Ï.ÑÂ è Ï.ÑÍ â òî÷êå x.

Ñóùåñòâóåò äðóãîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ÌÎ, íàçûâàåìîå íåïðåðûâ-
íîñòüþ ïî Õàóñäîðôó (H-íåïðåðûâíîñòüþ), è êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âûïóêëîçíà÷íûõ ÌÎ ñ ìåòðèêîé

ρ(B1, B2) = sup (sup v∈B1
inf w∈B2

‖ v − w ‖, sup w∈B2
inf v∈B1

‖ v − w ‖)

äëÿ ëþáûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ B1, B2 ∈ 2R
n

. Âåëè÷èíà

sup v∈B1
inf w∈B2

‖ v − w ‖

íàçûâàåòñÿ óêëîíåíèåì ìíîæåñòâà B1 îò ìíîæåñòâà B2, à âåëè÷èíà

sup w∈B2
inf v∈B1

‖ v − w ‖

− óêëîíåíèåì ìíîæåñòâà B2 îò ìíîæåñòâà B1.

Åñëè ìíîæåñòâà B1, B2 åñòü âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, òî sup è inf
â îïðåäåëåíèè ρ(B1, B2) ìîæíî çàìåíèòü íà max è min .
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Îïðåäåëåíèå 1.2.4. ÌÎ A(·) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïî Õàóñäîðôó (Í -
íåïðåðûâíûìè) â òî÷êå x, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0, ÷òî
èç

‖ x1 − x ‖< δ(ε)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
ρ(A(x1), A(x)) < ε.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâà îïðåäåëåíèÿ Í-íåïðåðûâíîñòè è Ê-íåïðåðûâíîñòè
áëèçêè äðóã ê äðóãó â ñìûñëå ñëåäóþùåé òåîðåìû [17].

Ñïåðâà äàäèì îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîãî ÌÎ â îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.5. ÌÎ A(·) : Rn → 2R
n íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì â

îêðåñòíîñòè D òî÷êè x, x ∈ D, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî S ∈ Rn, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ D A(x) ⊂ S.

Òåîðåìà 1.2.1. Åñëè A(·) Í-íåïðåðûâíî è çàìêíóòî â òî÷êå õ, òî îíî è
Ê-íåïðåðûâíî. Åñëè A(·) Ê-íåïðåðûâíî â òî÷êå õ è îãðàíè÷åíî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè õ, òî îíî è Í-íåïðåðûâíî.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÂÊÌÎ A(·), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

ρ(A(x1), A(x2)) ≤ L ‖ x1 − x2 ‖

äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ Rn è íåêîòîðîãî L > 0. Òàêîå ÌÎ áóäåì íàçûâàòü ëèïøèöå-
âûì ñ êîíñòàíòîé L.
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1.3 Àïïðîêñèìàöèÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé

1.3.1 Àïïðîêñèìàöèÿ Êëàðêà è Ìèøåëÿ-Ïåíî

Ëîêàëüíî ëèïøèöåâûå ôóíêöèè f(·) : Rn → R èçó÷àëèñü äàâíî è äëÿ íèõ áûëè
ââåäåíû íåñêîëüêî ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè. Ïîäðîáíî î ìåòîäàõ àïïðîêñèìà-
öèé ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé è èõ ïðèìåíåíèè ìîæíî ïðî÷èòàòü â ìîíîãðàôèÿõ
[39],[96]. Òàêèå ôóíêöèè îáëàäàþò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè. Îäíî èç íèõ −
ýòî òî, ÷òî îíè ïî÷òè âñþäó (ÏÂ) äèôôåðåíöèðóåìû â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ìíîæåñòâî òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(·) îáîçíà÷èì ÷åðåç N(f).

à). Àïïðîêñèìàöèÿ Êëàðêà [28].
Ôóíêöèÿ f(·) àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïàðîé ôóíêöèé F ↑

Cl(x, g) è F ↓
Cl(x, g)

F ↑
Cl(x, g) = lim

α → +0

h → 0

sup (f(x0 + h + αg)− f(x0 + h))/α, (1.1)

F ↓
Cl(x, g) = lim

α → +0

h → 0

inf (f(x0 + h + αg)− f(x0 + h))/α.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F ↑
Cl(x, g) âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ (ÏÎ)

ïî g ò.å.
F ↑

Cl(x, λg) = λF ↑
Cl(x, g)

äëÿ λ > 0 è
F ↑

Cl(x, g1 + g2) ≤ F ↑
Cl(x, g1) + F ↑

Cl(x, g2).

Ôóíêöèÿ F ↓
Cl(x, .) − ÏÎ âîãíóòàÿ ïî g, ò.å. äëÿ λ > 0

F ↓
Cl(x, λg) = λF ↓

Cl(x, g)

è
F ↓

Cl(x, g1 + g2) ≥ F ↓
Cl(x, g1) + F ↓

Cl(x, g2).
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Ñóùåñòâóåò âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ∂Clf(x), íàçûâàåìîå ñóáäèôôå-
ðåíöèàëîì Êëàðêà, ÷òî âåðíû ðàâåíñòâà

F ↑
Cl(x, g) = max

v∈∂Cl f(x)
(v, g),

F ↓
Cl(x, g) = min

v∈∂Cl f(x)
(v, g) (1.2)

Ìíîæåñòâî ∂Cl f(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂Cl f(x) = co {v ∈ Rn : ∃{xk}, xk ∈ N(f), v = lim
xk→x

∇f(xk)},
ãäå N(f) åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(·).

ÌÎ ∂Cl f(x) â îáùåì ñëó÷àå òîëüêî Ï.ÑÂ.
Àïïðîêñèìàöèÿ Êëàðêà îáëàäàåò ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè. Ãëàâíûé

íåäîñòàòîê − ýòî íåäîñòàòî÷íî õîðîøàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé. Äàëåå áó-
äåò ïðèâåäåí ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð (ñì. ïðèìåð 1.3.1). Âòîðîé íåäîñòàòîê
− ýòî îòñóòñòâèå íåïðåðûâíîñòè â ìåòðèêå Õàóñäîðôà (åñòü òîëüêî Ï.ÑÂ) è
îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî êîíñòðóêöèé, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü íåïðåðûâíîå ðàñ-
øèðåíèå.

á). Àïïðîêñèìàöèÿ Ìèøåëÿ-Ïåíî [99].
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè f ↑MP (x, .) : Rn → R è f ↓MP (x, .) : Rn → R

f ↑MP (x, g) = sup
q∈Rn

{ lim
α→+0

sup [f(x + α(g + q))− f(x + αq)]/α} (1.3)

è
f ↓MP (x, g) = inf

q∈Rn
{ lim

α→+0
inf [f(x + α(g + q))− f(x + αq)]/α}.

Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ∂MP f(x) ,
÷òî

f ↑MP (x, g) = max
v∈∂MP f(x)

(v, g), (1.4)

f ↓MP (x, g) = min
v∈∂MP f(x)

(v, g).

Â îáùåì ñëó÷àå ÌÎ ∂MP f(·) Ï.ÑÂ.
Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé îòëè÷èå ýòèõ äâóõ ñïîñîáîâ àïïðîêñè-

ìàöèè.
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Ïðèìåð 1.3.1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : R2 → R ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà-
ðèñóåì íà ïëîñêîñòè äâå êðèâûå r1(α) = αey − α2

2 ex è r2(α) = αey + α2

2 ex.
ex = (1, 0), ey = (0, 1) − åäèíè÷íûå îðòû îñåé OX, OY ñîîòâåòñòâåííî (ñì.
Ðèñ. 1.3.1.1). Îñü OZ íàïðàâëåíà íà íàñ. Ìåíüøóþ îáëàñòü, êîòîðóþ îãðà-
íè÷èâàþò êðèâûå r1(·) è r2(·), íàçîâåì îáëàñòüþ 1. Â îáëàñòè 1 f(·) ≡ 0.

Âûøå ïëîñêîñòè XOY ðàñïîëîæåíà ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè f(·), ïåðåñåêà-
þùàÿ ïëîñêîñòü XOY âäîëü êðèâîé r2(·). Ýòà ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè ïå-
ðåõîäèò â ïëîñêîñòü z − x = 0, êîãäà y → 0, è ∇f(x, y) → (1, 0), êîãäà
(x, y) → (x, 0) äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2. Íèæå ïëîñêîñòè XOY ðàñïîëîæå-
íà ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè f(·), ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü XOY âäîëü êðèâîé
r1(·). Ýòà ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè ïåðåõîäèò â ïëîñêîñòü z − x = 0, êîãäà
y → 0, è ∇f(x, y) → (1, 0), êîãäà (x, y) → (x, 0) äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2.

Àíàëèòè÷åñêè ôóíêöèþ z = f(x, y) ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 1 f(x, y) ≡ 0.
Äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2 è x > 0, z > 0

z = f(x, y) = x− y2

2
.

Äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2 è x < 0, z < 0

z = f(x, y) = x +
y2

2
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè f(·) ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü XOY

äëÿ y > 0 âäîëü êðèâûõ r1(·) è r2(·). Äëÿ y < 0 âåðíî ðàâåíñòâî z = x.

Ëåãêî âèäíî, ÷òî ïðè y → 0 ãðàäèåíò ∇f(x, y) → (1, 0) ïðè y → 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∂CLf(0) = co{0, ex}, ∂MPf(0) = {ex}.
Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ Êëàðêà äàåò â ðÿäå ñëó-
÷àåâ íåóäîâëåòâîðèòåëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ. Äàëåå áóäåò ââåäåí íîâûé ñïîñîá
àïïðîêñèìàöèè è óêàçàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé.
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1.3.2 Íîâûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè è ñâÿçü ñ àïïðîêñèìàöèåé Êëàðêà

ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå èìååò î÷åíü õîðîøèå ñâîéñòâà, îäíàêî
åãî ïðÿìîå îáîáùåíèå äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó î÷åíü
âàæíî íàéòè íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâà-
ìè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé. Ââåäåííûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè
[102]-[103] åñòü øàã âïåðåä â íàïðàâëåíèè îïòèìèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé.

Ïðåæäå ÷åì ââåñòè íîâûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè è èçó÷èòü, êàê îí ñâÿçàí
ñ ðàññìîòðåííûìè âûøå, îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. η(x0) åñòü ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
êðèâûõ r(x0, α, g) = x0 +αg + or(α), ãäå g ∈ Sn−1

1 (0) è ôóíêöèÿ or(·) : [0, α0] →
Rn, α0 > 0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
1) or(α)/(α) → +0 ïðè α → +0 ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ êðèâûõ r(·) ;
2) ôóíêöèÿ or(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðîèçâîäíàÿ o′r(·) îãðàíè-
÷åíà ñâåðõó ïî íîðìå âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò: ñóùåñòâóåò c < ∞ òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ r

max
τ∈[0,α0]

‖ o′r(τ) ‖≤ c

3) ãðàäèåíò ∇f(r(x0, ·, g)) ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó (ÏÂ) âäîëü êðèâîé
r(x0, ·, g).

Çàìå÷àíèå 1.3.1. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3 îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâî η(x0) çàâè-
ñèò îò âûáîðà ôóíêöèè f(·). Êîíñòàíòû c è α0 îäíè è òå æå äëÿ âñåõ
êðèâûõ r ∈ η(x0)

Çàìå÷àíèå 1.3.2. Òàê êàê ìíîæåñòâà òî÷åê íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíê-
öèè f ïðèíàäëåæàò êîíå÷íîìó èëè ñ÷åòíîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè
íå âûøå n − 1, òî âñåãäà ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî r(·) ïå-
ðåñåêàåò ýòè ìíîæåñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììàðíàÿ ìåðà ìíîæåñòâ
ïåðåñå÷åíèé ðàâíà íóëþ.
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Ðàññìîòðèì êðèâóþ r(·) ∈ η(x0), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ñåãìåíòå (0, α0]

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ Sn−1
1 (0). Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}, αk →

+0, êîãäà k → ∞, è ðàññìîòðèì ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòîâ
∇f(r(·)) âäîëü òàêèõ êðèâûõ r(·)

αk
−1

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ.

(Èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëåáåãó ãðàäèåíòîâ ∇f(r(x0, ·, g)) ñëåäóåò èç îãðàíè÷åí-
íîñòè ñâåðõó êîíñòàíòîé L èõ íîðì.) Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ïðè
k →∞ ñîäåðæàò âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ôóíêöèè f(·) âáëèçè òî÷-
êè x0 â íàïðàâëåíèè g.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

Ef(x0) = {v ∈ Rn : ∃αk, αk → +0, (∃ g ∈ Sn−1
1 (0)),

(∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ }

è
Df(x0) = co Ef(x0),

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, òàê êàê èíòå-
ãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî êîíå÷íîìó îòðåçêó, à íîðìû ãðàäèåíòîâ îãðàíè÷åíû
ñâåðõó êîíñòàíòîé L.

Ëåììà 1.3.1. Df(x0) åñòü îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ r(x0, ·, g) ∈ η(x0). Ïóñòü
L− êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè f(·). Ïîñêîëüêó ‖ ∇f(r(x0, τ, g)) ‖≤ L äëÿ
âñåõ τ ∈ (0, α0), α0 > 0, ãäå ñóùåñòâóåò ãðàäèåíò ∇f(r(x0, τ, g)), òî

‖ α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ ‖ ≤ α−1

k

∫ αk

0
‖ ∇f(r(x0, τ, g)) ‖ dτ ≤ L.

Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìà ãðàäèåíòîâ ïðåäåëüíûõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Ef(x0)

òàêæå îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé L. Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ìíî-
æåñòâà Df(x0). 4
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Ëåììà 1.3.2. Df(x0) åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü Ëåììó 1.3.2 áåç îïåðàöèè âûïóêëîé
îáîëî÷êè.

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ vk äëÿ íåêîòîðûõ (íå
ïðîèçâîëüíûõ) ìàëûõ αk > 0 :

vk = α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, gk))dτ, gk ∈ Sn−1

1 (0),

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ef(x0), êîãäà k →∞ .
Äëÿ ëþáîãî εk > 0 ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîé ïàðàìåòð αk(εk), ÷òîáû âåêòîð

vk áûë áëèçîê ê ïðåäåëüíîìó âåêòîðó

vk = lim
αi→+0

α−1
i

∫ αi

0
∇f(r(x0, τ, gk))dτ

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αi, αi → +0 ò.å.

‖ vk − vk ‖< εk. (1.5)

Ìîæíî òàêæå âçÿòü εk → +0, êîãäà k → +∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáà âåêòîðà vk è vk èìåþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ w è w

ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (1.5) ïðè k →∞, ïîëó÷èì

‖ w − w ‖≤ 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, w = w.

Ïîñêîëüêó ëþáîé âåêòîð Ef(x0) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðåäåë íåêî-
òîðûõ âåêòîðîâ vk, ïîñòðîåííûõ âûøå, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî äîêàçàòü
ëåììó 1.3.2 áåç lim îïåðàöèè â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà Ef(x0).

Âîçüìåì r(x0, ·, gk) ∈ η(x0), αk, εk, óäîâëåòâîðÿþùèå (1.5) è

vk = α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, gk))dτ → v0 ,

êîãäà k → ∞, ãäå gk ∈ Sn−1
1 (0) → g . Ïîêàæåì, ÷òî v0 ∈ Df(x0). Äëÿ ýòî-

ãî ïîñòðîèì êðèâóþ r(x0, ., g) ∈ η(x0) ñî ñðåäíèì èíòåãðàëüíûì ïðåäåëüíûì
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çíà÷åíèåì ãðàäèåíòîâ v0. Êðèâàÿ r(x0, ·, g) áóäåò ñîñòîÿòü èç ÷àñòåé êðèâûõ
r(x0, ·, gi) ∈ η(x0).

Âîçüìåì ïåðâóþ êðèâóþ r(x0, α, g1) = x0 +αg1 +o1(α) . Ñðåäíåå èíòåãðàëü-
íîå çíà÷åíèå ãðàäèåíòîâ

w1 = α−1
1

∫ α1

τ1

∇f(r(x0, τ, g1))dτ

áóäåò áëèçêî ê v1 äëÿ ìàëûõ τ1 > 0 ò.å.

∀ε1 > 0,∃τ1(ε1) > 0 : ‖ w1 − v1 ‖< ε1.

Äëÿ ëþáûõ εi > 0 ìîæíî âûáðàòü τi > 0 òàê, ÷òî ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå
çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) áóäóò áëèçêè ê vi (ñì. Ðèñ.1.3.2.1) ò.å.

∀εi > 0,∃τi(εi) > 0 : wi = α−1
i

∫ αi

τi

∇f(r(x0, τ, gi))dτ, ‖ wi − vi ‖< εi (1.6)

è αi < τ1, εi → +0.
Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé êðèâîé r(x0, ·, gij) âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé γi(·) ,

ãäå
αij < τi, sup

τ∈(0,τi]
‖ γ′i(τ) ‖< εi.

Ïðîäîëæèì íàø ïðîöåññ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ âñåõ i . Î÷åâèäíî, äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ìîæíî âûáðàòü γi(·) òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(·) áûëà ÏÂ
äèôôåðåíöèðóåìà íà êðèâîé γi(·) è âñå òðåáîâàíèÿ äëÿ γi(·) âûïîëíÿëèñü.

Êðèâàÿ r(x0, ·, g) áóäåò ñîñòîÿòü èç ÷àñòåé êðèâûõ r(x0, ·, gi) è êðèâûõ γi.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäñòàâèòü êðèâóþ r(x0, ·, g) â âèäå, óêàçàííîì â îïðåäåëåíèè
1.3.1, çàìåíèì âåêòîð gi êðèâîé r(x0, ·, gi) íà âåêòîð g. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èì
äîïîëíèòåëüíûé âåêòîð α(gi(α) − g) = o(α).

Ïðîâåðèì, ÷òî êðèâàÿ r(x0, ·, g) èç ìíîæåñòâà η(x0). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ o(·) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì â îïðåäåëåíèè
1.3.1:
1) α(gi(α) − g)/α → 0, òàê êàê gi(α) → g, êîãäà i = i(α) →∞, α → +0,
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2) o(·) ìîæíî ñäåëàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé çà ñ÷åò âû-
áîðà âåêòîðà gi(α) è ‖ o′(α) ‖→ 0, êîãäà α → +0,
3) ñîãëàñíî âûáîðó êðèâûõ γi(·) ôóíêöèÿ f(·) ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìà íà r(·).

Ïðè ïåðåõîäå îò êðèâîé r(x0, ·, gi) ê êðèâîé r(x0, ·, g) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
αi íåìíîãî èçìåíèòñÿ íà íåêîòîðîå äðóãîå çíà÷åíèå α̃i. Íî ïîñêîëüêó âåðíî
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè α̃i/αi →i→∞ 1, ÷òî ñëåäóåò èç ïîñòðî-
åíèÿ, è íîðìû âåêòîðîâ, ñòîÿùèõ ïîä èíòåãðàëàìè, îãðàíè÷åíû ñâåðõó, òî, êàê
íåòðóäíî âèäåòü èç ïðèâåäåííûõ íèæå ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ïàðàìåòð αi

ìîæíî îñòàâèòü áåç èçìåíåíèÿ.
Âû÷èñëèì ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) âäîëü

êðèâûõ γi(·), ñîåäèíÿþùèõ êðèâûå r(x0, ·, gi).
Îáîçíà÷èì äëèíó êðèâîé γi(·) ÷åðåç bi(α). (Çäåñü îòìå÷àåì, ÷òî i çàâèñèò

îò α.) Ïîñêîëüêó, âûáèðàÿ êðèâûå r(x0, ·, gi), ìû ìîæåì âñåãäà äîáèòüñÿ òîãî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

(∑
i

bi(α)

)
/α −→ 0,

êîãäà α → +0, ïîñêîëüêó
∑

i

bi(α) < R(α)αc1, (1.7)

ãäå R(α) åñòü äëèíà ðàäèóñ - âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó x0 ñ íàèáîëåå óäà-
ëåííîé òî÷êîé êðèâîé γi(·), c1− êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò îöåíêè íîðìû ‖o′r(α)‖
äëÿ α ∈ (0, α0], α0 > 0, è r(·) ∈ η(x0).

Òîãäà èç (1.6) è (1.7)

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ =

∑
i

(((αi − τi)/αk)(αi − τi)
−1

∫ αi

τi

∇f(r(x0, τ, g))dτ + (bi/αk)(1/bi)

∫

γi(·)
∇f(r(x0, τ, g))dτ) → v0,

êîãäà k →∞ , τi äîñòàòî÷íî ìàëûå ÷èñëà, [τi, αi] åñòü ñåãìåíò, ãäå r(x0, ·, g) =

r(x0, ·, gi). 4
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ñâÿçü ìåæäó ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà è ìíî-
æåñòâîì Df(x0).

Òåîðåìà 1.3.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(·) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ
ôóíêöèé f1(·) è f2(·)

f(·) = f1(·)− f2(·)
â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òîãäà Df(x0) = ∂Clf(x0), ãäå ∂Clf(x0) ñóá-
äèôôåðåíöèàë Êëàðêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 1.3.3. Âåðíî âêëþ÷åíèå

Df(x0) ⊂ ∂Clf(x0) (1.8)

äëÿ ëþáîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·).

Äîêàçàòåëüñòâî Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, äëÿ êîòîðîãî

∇f(r(x0, τ, g)) ∈ ∂Clf(x0) + Bn
ε (0),

ãäå Bn
ε (0) = {z ∈ Rn :‖ z ‖≤ ε} è τ < δ, îòêóäà

α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ ∈ ∂Clf(x0) + Bn

ε (0),

êîãäà α < δ. Îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

Df(x0) ⊂ ∂Cl f(x0) + Bn
ε (0).

Ïîñêîëüêó ε −ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî (1.8) âåðíî. Ëåììà
äîêàçàíà. 4

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Äîêàæåì îáðàòíîå ê (1.8) âêëþ÷åíèå. Âîçüìåì
ëþáóþ êðèâóþ r(x0, ·, g) ∈ η(x0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âäîëü êðèâîé r(x0, ·, g)

ñóùåñòâóþò ÏÂ îáà ãðàäèåíòà ∇f1(·) è ∇f2(·). Ïîñêîëüêó

α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ = α−1

∫ α

0
∇f1(r(x0, τ, g))dτ−
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−α−1
∫ α

0
∇f2(r(x0, τ, g))dτ,

òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

α−1
∫ α

0
∇f1(r(x0, τ, g))dτ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂fi(x0), i = 1, 2, ñóáäèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé fi(·), i = 1, 2, â
òî÷êå x0. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
1. Íîðìàëüíûé êîíóñ â êðàéíåé òî÷êå v1 ∈ ∂f1(x0) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
âåêòîðà g ∈ Sn−1

1 (0). Òîãäà äëÿ ëþáîé êðèâîé r(x0, ·, g) ∈ η(x0)

lim
α→+0

∇f1(r(x0, α, g)) = v1. (1.9)

Äåéñòâèòåëüíî,
∂f1(x0)/∂g = max

w∈∂f1(x0)
(w, g) = (v1, g).

Ìíîæåñòâî ∂f1(x0) åñòü âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ îáîëî÷êà âñåõ ïðåäåëüíûõ ãðà-
äèåíòîâ ôóíêöèè f1(·) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk →k x0. Ïóñòü äëÿ òåõ
{αk}, αk →k +0, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ∇f1(r(x0, αk, g)) = wk,
âåðíî ðàâåíñòâî

lim
k→∞

wk = w1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
gk =

r(x0, αk, g)− x0

‖r(x0, αk, g)− x0‖ .

Î÷åâèäíî, ÷òî
lim
k→∞

gk = g.

Èçâåñòíî [71], ÷òî äëÿ ìàëûõ αk

(wk, gk) ≥ ∂f1(x0)

∂gk
.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïî k → ∞ â îáåèõ ÷àñòÿõ ýòîãî íåðàâåíñòâà. Â èòîãå
ïîëó÷èì

(w1, g) ≥ ∂f1(x0)

∂g
.
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Íî òàê êàê w1 ∈ ∂f1(x0), òî èç íàïèñàííîãî âûøå íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

(w1, g) =
∂f1(x0)

∂g
.

Îòñþäà w1 ∈ R1(x0, g) = {v1}. Ñëåäîâàòåëüíî, w1 = v1.
Ïîñëåäíåå âåðíî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}, äëÿ êîòîðîé ïðåäåë

ãðàäèåíòîâ ñóùåñòâóåò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (1.9) âåðíî. Ðàâåíñòâî

lim
α→+0

α−1
∫ α

0
∇f1(r(x0, τ, g))dτ = v1

ñëåäóåò èç (1.9).
2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà g ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè íîðìàëüíîãî
êîíóñà K(v1) äëÿ êðàéíåé òî÷êè v1 ∈ ∂f1(x0). Ïî îïðåäåëåíèþ

K(v1) = {g ∈ Rn : (v1, g) = max (w, g) w ∈ ∂f1(x0)},

intK(v1) − âíóòðåííîñòü K(v1), bdK(v1) − ãðàíèöà K(v1).

Åñëè g ∈ intK(v1), òî äîêàçàòåëüñòâî (1.9) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëó-
÷àÿ 1.

3. Ïóñòü òåïåðü g ∈ bdK(v1), v1 ∈ ∂f1(x0). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî êðàé-
íåãî (ýêñòðåìàëüíîãî) âåêòîðà v1 ∈ ∂f1(x0) ñ íîðìàëüíûì êîíóñîì K(v1),

intK(v1) 6= ∅, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Q(v1) (ñì. Ðèñ. 1.3.2.2), äëÿ êîòîðîãî
âåðíî ñëåäóþùåå: åñëè êðèâàÿ r(x0, ·, g) ∈ intQ(v1) äëÿ α ∈ [0, α0], α0 > 0, òî

lim
α→+0

∇f1(r(x0, α, g)) = v1.

Ïîêàæåì, êàê ñòðîèòü ìíîæåñòâî Q(v1), ñîñòîÿùåå èç êðèâûõ r(x0, ·, g) ∈
η(x0).

Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ g ∈ Sn−1
1 (0) ∩K(v1), äëÿ êîòîðîãî

ρ(g, bd K(v1)) ≥ ε,

ãäå ε ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî, ρ(g, bd K(v1))− ðàññòîÿíèå âåêòîðà g îò ãðà-
íèöåé bd K(v1), ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ α ∈ [0, δ(ε)]

‖∇f1(x0 + αg)− v1‖ ≤ ε (1.10)



� 41 �

äëÿ âñåõ òî÷åê x0 + αg, ãäå ãðàäèåíòû ∇f1(x0 + αg) ñóùåñòâóþò.
Óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî äîêàçàíî îò ïðîòèâíîãî. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè äëÿ ëþáûõ ìàëûõ δ > 0 íåðàâåíñòâî (1.10) íåâåðíî, òî ïðèõîäèì ê ïðî-
òèâîðå÷èþ ñ

lim
α→+0

∇f1(x0 + αg + o(α)) = v1 ∀g ∈ Sn−1
1 (0) ∩K(v1), ρ(g, bdK(v1)) ≥ ε.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå δ(ε) → 0 ïðè ε → +0.
Ïîñòðîèì òåïåðü êðèâóþ r(x0, ·, g) ∈ η(x0) äëÿ g ∈ bdK(v1), äëÿ êîòîðîé

(1.9) âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü εk = 1/k, k ∈ N , and gk → g äëÿ k → +∞, gk ∈ int K(v1) ∩

Sn−1
1 (0), ρ(gk, bd K(v1)) ≥ εk. Èñêîìàÿ êðèâàÿ áóäåò ñîñòîÿòü èç ÷àñòåé êðè-

âûõ r(x0, ·, gk) . Âîçüìåì ïåðâóþ êðèâóþ r(x0, ·, g1) ∈ η(x0). Äëÿ α ∈ [0, δ(ε1)]

ρH(∇f1(r(x0, ·, g1)), v1) ≤ ε1. Äëÿ ìàëûõ α, äëÿ êîòîðûõ âåðíî ýòî íåðàâåí-
ñòâî, ñäåëàåì ïëàâíûé ïåðåõîä ê êðèâîé r(x0, ·, g2), íå âûõîäÿ èç ìíîæåñòâà
êðèâûõ η(x0). Äàëåå äâèãàåìñÿ âäîëü êðèâîé r(x0, ·, g2) ïî íàïðàâëåíèþ ê òî÷-
êå x0 äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ α ∈ [0, δ(ε2)] íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
‖∇f1(r(x0, ·, g2)) − v1)‖ ≤ ε2. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ìàëûõ α, äëÿ êîòîðûõ âåðíî
íàïèñàííîå íåðàâåíñòâî, ïåðåõîäèì ê êðèâîé r(x0, ·, g3), íå âûõîäÿ èç ìíîæå-
ñòâà êðèâûõ η(x0), è òàê äàëåå äëÿ âñåõ k. Â èòîãå ïîëó÷èì íåêîòîðóþ êðèâóþ
r(x0, α, g) = x0+αg+o(α), äëÿ êîòîðîé ôóíêöèþ o(·) : R→ Rn ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû äëÿ ìàëîãî α0 > 0

sup
τ∈(0,α0)

‖ o′(τ) ‖≤ c

è äëÿ âñåõ α ∈ [0, α0] r(x0, α, g) ∈ η(x0).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ïîñòðîåííûå êðèâûå rj(·) ∈ η(x0), j ∈ N, äëÿ êî-

òîðûõ (1.9) âåðíî. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà η(x0) âåêòîð-
ôóíêöèè oj(·)− ëèïøèöåâû ñ îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé c íà îòðåçêå [0, α0],
òî ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ojk(·), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ðàâ-
íîìåðíûé ïðåäåë, ò.å. ojk(·) ⇒ o(·) äëÿ k → +∞ è α ∈ [0, α0]. Ïîñêîëüêó ojk(·)
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ðàâíîìåðíî áåñêîíå÷íî ìàëûå, òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ o(·) áóäåò òàêæå áåñêî-
íå÷íî ìàëîé, ëèïøèöåâîé ñ êîíñòàíòîé c íà îòðåçêå [0, α0]. Ìíîæåñòâî Q(v1)

áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ òàêèõ ïðåäåëüíûõ êðèâûõ r(x0, ·, g).
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó ïóíêòà 3.
Åñëè êðèâàÿ r(x0, ·, g) íå ïðèíàäëåæèò äëÿ α ∈ [0, α0] îäíîìó èç ìíîæåñòâ

Q(vj), ïîñòðîåííûõ âûøå äëÿ êðàéíèõ âåêòîðîâ vj ∈ ∂f1(x0) èç îäíîé è òîé
æå ãèïåðïëîñêîñòè ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì g, òî ìû ìîæåì ðàçáèòü åå (êðè-
âóþ) íà èíòåðâàëû , ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà α ∈ [αi, αi+1], ãäå
r(x0, ·, g) ïðèíàäëåæèò îäíîìó êàêîìó-òî ìíîæåñòâó Q(vj1). Òîãäà èíòåãðàë

∑
i

α−1
∫ αi+1

αi

∇f1(r(x0, τ, g))dτ

ìîæåò áûòü çàïèñàí â ôîðìå
∑

i

βiα
−1(β−1

i

∫ αi+1

αi

∇f1(r(x0, τ, g))dτ),

ãäå βi = αi+1−αi,
∑

βi = α. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ïðåäåëüíûå èíòåãðàëüíûå
çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò ïëîñêîé îáëàñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà ∂f1(x0) ñ íîðìàëü-
íûì âåêòîðîì g.

Åñëè íà ïëîñêîé ÷àñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà ∂f1(x0) ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì
g ñóùåñòâóåò íå êðàéíèé âåêòîð w1, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ êðàéíèì â ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Q(w1) (ñì. Ðèñ. 1.3.2.3), äëÿ
êîòîðîãî äëÿ ëþáîé êðèâîé r(x0, τ, g) ∈ intQ(w1) äëÿ ìàëûõ α ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå âåðíî

lim
τ→+0

∇f1(r(x0, τ, g)) = w1.

Âûáèðàÿ r(x0, α, g) = x0 +αg +o(α) äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé o(·), ìû ïîëó-
÷èì ëþáîé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé ïëîñêîé ÷àñòè ãðàíèöû ìíîæåñòâà ∂f1(x0)

ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì g.
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ âåêòîðà g.

Ìíîæåñòâà Df(x0) è ∂Clf(x0) âûïóêëûå, à ïîýòîìó èç ñêàçàííîãî âûøå
ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êðèâûå r(x0, α, g), ïðèíàäëåæàùèå äëÿ
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ìàëûõ α ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ intQ(v1) è intQ(v2), ïîñòðîåííûõ äëÿ êðàéíèõ
âåêòîðîâ vi ∈ ∂fi(x0), i = 1, 2. Íî äëÿ òàêèõ êðèâûõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
ãðàäèåíòîâ ñóùåñòâóþò è ñîâïàäàþò ñî ñðåäíèìè èíòåãðàëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ãðàäèåíòîâ.

Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, xk → x0, äëÿ êîòîðîé ãðàäèåíòû
∇f(xk) ñóùåñòâóþò è

lim
k→∞

∇f(xk) = v.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(xk − x0)/ ‖ xk − x0 ‖→ g,

êîãäà k →∞, è êðèâàÿ r(x0, αk, g) = x0 + αkg + o(αk) = xk ïðèíàäëåæèò äëÿ
ìàëûõ αk ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ intQ(v1) è intQ(v2), ïîñòðîåííûõ äëÿ íåêîòî-
ðûõ êðàéíèõ âåêòîðîâ vi ∈ ∂fi(x0), i = 1, 2. Òîãäà äëÿ ëþáîé êðèâîé r(x0, ·, g),

ñîäåðæàùåé òî÷êè xk è ïðèíàäëåæàùåé ìíîæåñòâó intQ(v1) ∩ intQ(v2), ïðå-
äåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
α→+0

∇f(r(x0, α, g) = v

âåðíî è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
α→+0

α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ = v.

Îòñþäà
∂Clf(x0) ⊂ Df(x0). (1.11)

Òåîðåìà ñëåäóåò èç (1.8) è (1.11) 4
Ñëåäóþùèé ïðèìåð äîêàçûâàåò âàæíîñòü òðåáîâàíèÿ òåîðåìû (1.3.1) î

ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè f(·) â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1.3.2. Ãðàô ôóíêöèè f : R→ R ïîêàçàí íà ôèã 1.3.2.4. Ãðàô ñîñòî-
èò èç ñåãìåíòîâ ñ òàíãåíñàìè óãëîâ íàêëîíà ±1. Ôóíêöèÿ f(·) íå ïðåäñòà-
âèìà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0,

ïîñêîëüêó ∨a
0f

′ = ∞ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a > 0.

Ëåãêî âèäíî, ÷òî ∂Clf(0) = [−1, +1], Df(0) = {0}.
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Ñðàâíèì Df(·) ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì Ìèøåëÿ-Ïåíî ∂MPf(x0). Ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî â ïðèìåðå 1.3.2 ∂MPf(0) = Df(0) = {0}. Â ïðèìåðå 1.3.1 Df(0) =

∂CLf(0).

Ïðèìåð 1.3.3 . Ïóñòü f(·) : R → R èìååò ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà
Ðèñ.1.5.2. Îòðåçêè ãðàôèêà ðàñïîëîæåíû ìåæäó ïðÿìûìè +x,−x è èìåþò
òàíãåíñ óãëà íàêëîíà +2,-2, ò.å. ôóíêöèÿ f(·) ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé Ëèï-
øèöà, ðàâíîé 2. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî ∂Clf(0) = [−2, +2], ∂MPf(0) =

[−2, +2], íî Df(0) = [−1, 1], ò.å. Df(0) = [−1, 1] ⊂ ∂MPf(0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÌÎ D̂f(·) : Rn → 2R
n ñ îáðàçàìè

D̂f(x0) = co{v ∈ Rn | (∃{αk}, αk →k +0), (∃{hm}, hm → 0),∃g ∈ Sn−1
1 (0),

∃r(x0 + hm, ., g) ∈ η(x0 + hm),

v = lim
αk→+0,hm→0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0 + hm, τ, g))dτ},

ãäå r(x0 +hm, α, g) = x0 +hm +αg + or(α) è áåñêîíå÷íî ìàëûå or(·) óäîâëåòâî-
ðÿþò òåì æå òðåáîâàíèÿì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà Df(x0), ò.å. ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîìåðíî áåñêîíå÷íî ìàëûìè ïî r è m, èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëå-
áåãà.

Ëåììà 1.3.4. D̂f(x0)− âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì êîìïàêòíîñòü, äëÿ ÷åãî
íàäî ïîêàçàòü çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü.

Ïîñêîëüêó

|| α−1
∫ α

0
∇f(r(x0 + hm, τ, g))dτ ||≤ α−1

∫ α

0
|| ∇f(r(x0 + hm, τ, g)) || dτ ≤ L,

òî D̂f(x0)− îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Äîêàæåì çàìêíóòîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî vl ∈ D̂f(x0) → v, gl → g,

lm →m ∞, klm →m ∞, αklm
→m +0 ïðè m → +∞ è

vl = lim
αklm

→+0,hm→0
α−1

klm

∫ αklm

0
∇f(r(x0 + hm, τ, gl))dτ,
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ãäå r(x0 + hm, ., gl) ∈ η(x0 + hm), gl ∈ Sn−1
1 (0). Ïîêàæåì, ÷òî v ∈ D̂f(x0).

Îïðåäåëèì âåêòîðû

vlm,k
= α−1

klm

∫ αklm

0
∇f(r(x0 + hm, τ, gl))dτ ∀r(x0 + hm, ., gl) ∈ η(x0 + hm),

gl ∈ Sn−1
l (0).

ßñíî, ÷òî
vl = lim

m,k→∞
vlm,k

.

Áóäåì ñòðîèòü êðèâûå âèäà rm(α) = x0 +hm +αg+o(α) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äëÿ êàæäîãî m îíè ñîâïàäàëè ñ êðèâîé rlm(τ) = r(x0 +hm, τ, gl(m)), l(m) ∈ {l},
äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ∈ [βklm

, αklm
], à òàêæå âåêòîð

ṽlm,k
= α−1

klm

∫ αklm

βklm

∇f(r(x0 + hm, τ, gl(m)))dτ,

ãäå βklm
→m,k 0, áûë áëèçîê ê âåêòîðó vlm,k

â òîì ñìûñëå, ÷òî

|| ṽlm,k
− vlm,k

||→ 0

ïðè m, k → ∞. Áóäåì èçìåíÿòü ïàðàìåòð l(m) âìåñòå ñ α, ÷òîáû ìåíüøèì
çíà÷åíèÿì α ñîîòâåòñòâîâàëè áîëüøèå çíà÷åíèÿ l(m), ò.å. l(m) = l(m(α)) è
l(m(α)) → ∞, m(α) → ∞ ïðè α → +0. Çàìåíà gl(m)(α) íà g èçìåíÿåò êðèâóþ
r(x0 + hm, τ, gl(m)(α)) íà âåêòîð α(gl(m(α)) − g) = o(α), ïîñêîëüêó gl(m)(α) → g,

êîãäà l(m)(α) → ∞ ïðè α → +0. Ïðè ïåðåõîäå îò êðèâîé r(x0 + hm, τ, gl(m))

ê êðèâîé r(x0 + hm, τ, g) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà αklm
íåìíîãî èçìåíèòñÿ íà íåêî-

òîðîå äðóãîå çíà÷åíèå α̃klm
. Íî ïîñêîëüêó âåðíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè

ïàðàìåòðàìè α̃klm
/αklm

→lm→∞ 1, ÷òî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ, è íîðìû âåêòî-
ðîâ, ñòîÿùèõ ïîä èíòåãðàëàìè, îãðàíè÷åíû ñâåðõó, òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü èç
ïðèâåäåííûõ íèæå ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ïàðàìåòð αklm

ìîæíî îñòàâèòü
áåç èçìåíåíèÿ.

Êðèâàÿ r(x0, ·, g) áóäåò ñîñòîÿòü èç ÷àñòåé êðèâûõ r(x0 + hm, τ, gl(m)(α))

äëÿ α ∈ [βklm
, αklm

] è êðèâûõ γl(m) ïåðåõîäà îò îäíîé êðèâîé ê ñëåäóþùåé.



� 46 �

Ïðè÷åì ýòîò ïåðåõîä ìîæíî îñóùåñòâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ
α(gl(m)(α)− g) = o(α) óäîâëåòâîðÿëà âñåì òðåáîâàíèÿì äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ,
ñôîðìóëèðîâàííûì â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà η(x0).

Îáîçíà÷èì äëèíó êðèâîé γl(m)(α) ÷åðåç bi(α). Êðèâûå r(x0 + hm, τ, gl(m)(α))

âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû
∑

i

bi(α)/α → 0

ïðè α → +0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.3.2 ). Òîãäà òàêæå, êàê ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå Ëåììû 1.3.2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
m,k→∞

α−1
klm

∫ αklm

0
∇f(r(x0 + hm, τ, g))dτ = v.

Ñëåäîâàòåëüíî, v ∈ D̂f(x0). Ëåììà äîêàçàíà. 4
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî D̂f(x0) òåñíî ñâÿçàíî ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì

Êëàðêà.

Òåîðåìà 1.3.2. Ìíîæåñòâî D̂f(x0) ñîâïàäàåò ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà
∂CLf(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ∂CLf(x0) − âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíî-
æåñòâî, äëÿ êîòîðîãî âåðíî ðàâåíñòâî (1.2). Ïîñêîëüêó äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíê-
öèè f(·), ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ g ∈ Sn−1

1 (0) è ëþáîé êðèâîé r(x0 +

h, ., g) ∈ η(x0 + h)

lim

h → 0

α → +0

sup
f(x0 + h + αg + o(α))− f(x0 + h)

α
=

= lim

h → 0

α → +0

sup
f(x0 + h + αg)− f(x0 + h)

α
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è
f(x0 + h + αg + o(α))− f(x0 + h)

α
= α−1

∫ α

0
(∇f(r(x0 + h, τ, g)), g(τ))dτ,

(1.12)
ãäå g(τ) = g + o′(τ), òî ïåðåïèøåì (1.1) â âèäå

FCL(x0, g) = lim

h → 0

α → +0

sup α−1
∫ α

0
(∇f(r(x0 + h, τ, g)), g(τ))dτ. (1.13)

Ïóñòü âåðõíèé ïðåäåë â (1.13) äîñòèãàåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ {αk}, {hm},
ò.å.

FCL(x0, g) = lim

hm → 0

αk → +0

α−1
k

∫ αk

0
(∇f(r(x0 + hm, τ, g)), g + o′m(τ))dτ =

= lim

k →∞
m →∞

(vkm, g),

ãäå
vkm = α−1

k

∫ αk

0
∇f(r(x0 + hm, τ, g))dτ,

o′m(τ) →τ→+0 0 ðàâíîìåðíî ïî m ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñåìåéñòâà êðèâûõ
η(x0 + hm).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåë âåêòîðîâ vkm ïðè
k → ∞ è m → ∞ ñóùåñòâóåò. Íåçàâèñèìî îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{αk} è {hm}, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ â (1.13) âåðõíèé ïðåäåë, ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ vkm ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

Q(x0, g) = {v ∈ Rn | (v, g) = max
w∈∂CLf(x0)

(w, g)}.

Îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

∂CLf(x0) ⊂ D̂f(x0). (1.14)
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Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ∂CLf(x0) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ ε > 0 è g ∈ Sn−1

1 (0) ñóùåñòâóåò δ > 0, ÷òî

∇f(r(x0 + h, τ, g)) ∈ ∂CLf(x0) + Bn
ε (0) ∀τ ∈ [0, δ], ∀ || h ||≤ δ, (1.15)

ãäå Bn
ε (0) − øàð ðàäèóñà ε â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ öåíòðîì â 0.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αk}, {hm} è g ∈ Sn−1
1 (0)

v0 = lim

hm → 0

αk → +0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0 + hm, τ, g))dτ.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç (1.15) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

ρH(v0, ∂CLf(x0)) ≤ ε.

Çäåñü ρH− ìåòðèêà Õàóñäîðôà. Ïîñêîëüêó ε− ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî
v0 ∈ ∂CLf(x0), ò.å. âåðíî âêëþ÷åíèå

D̂f(x0) ⊂ ∂CLf(x0). (1.16)

Èç (1.14) è (1.16) ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 4
Îïðåäåëèì ðàçíîñòü äâóõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ Rn.

Ïóñòü Sn−1
A è Sn−1

B åñòü ìíîæåñòâà âåêòîðîâ èç Sn−1
1 (0), äëÿ êîòîðûõ ìíî-

æåñòâà
arg max

v∈A
(v, g), g ∈ Sn−1

A

è
arg max

v∈B
(v, g), g ∈ Sn−1

B

ñîñòîÿò èç åäèíñòâåííûõ âåêòîðîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, Sn−1
A è Sn−1

B − ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ q ∈ Sn−1

1 (0), ãäå îïîðíûå ôóíêöèè

pA(q) = max
v∈A

(v, q)

è
pB(q) = max

v∈B
(v, q)
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äèôôåðåíöèðóåìû ïî q. Sn−1
A è Sn−1

B åñòü ìíîæåñòâà ïîëíîé ìåðû â Sn−1
1 (0).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

A−B = co{∇pA(q)−∇pB(q) : q ∈ Sn−1
A ∩ Sn−1

B }.

Òàêàÿ ðàçíîñòü âïåðâûå áûëà ââåäåíà Äåìüÿíîâûì Â.Ô. â [15].

Òåîðåìà 1.3.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(·) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàçíî-
ñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé f1(·) è f2(·) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî

∂f1(x0)− ∂f2(x0) ⊂ Df(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(·) = f1(·)− f2(·), òî èç [15] è òåîðåìû 1.3.1 ñëåäóåò,
÷òî

∂f1(x0)− ∂f2(x0) ⊂ Df(x0).

Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåò òåîðåìó. 4

Çàìå÷àíèå 1.3.3. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî D̂f(x) = ∂CLf(x) (ñì.òåîðåìó 1.3.2).
Â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà D̂f(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hm} è {αk} íå ñâÿ-
çàíû äðóã ñ äðóãîì êàêèìè-ëèáî ñîîòíîøåíèÿìè.

Ââåäåì ÌÎ Dhm
f(·) : Rn → 2R

n

D{hm}f(x) = co {v ∈ Rn | (∃{αk}, αk →k +0),∃g ∈ Sn−1
1 (0),

∃r(x + hm, ., g) ∈ η(x + hm), v = lim
αk→+0,hm→0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x + hm, τ, g))dτ},

Åñëè ïîëîæèòü hm = 0 äëÿ âñåõ m, òî

D{hm}f(x) = Df(x),

à åñëè ïîëîæèòü {hm} = {αkq} äëÿ k = 1, 2, ..., , òî

D{hm}f(x) = ∂MPf(x).
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Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàöèè Ìèøåëÿ-Ïåíî ñëåäóåò, ÷òî
ñóáäèôôåðåíöèàë Ìèøåëÿ-Ïåíî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ âåêòîðîâ âèäà

v(g, q) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0 + αkq, τ, g))dτ ∀g ∈ Sn−1

1 (0),∀q ∈ Rn

äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αk}, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò óêà-
çàííûé âûøå ïðåäåë, è êðèâûõ r(·) ∈ η(x0+αkq), ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè x0+αkq

è x0 + αk(q + g). Íî âåêòîðû v(g, q) ∈ D̂f(x) ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå. Âîç-
ìîæíî, ÷òî äëÿ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {hm}
è {αk} ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå àïïðîêñèìàöèè, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé.

1.3.3 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè

Íàìè áûëî îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî êðèâûõ η(x0). Òðåáîâàíèÿ, íàêëàäûâàåìûå
íà êðèâûå r(x0, ·, g) = x0 + αg + or(α) ∈ η(x0), ãàðàíòèðóþò, ÷òî ëþáàÿ ïî-
òî÷å÷íî ñõîäÿùàÿñÿ íà îòðåçêå [0, α0], α0 > 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ
{rm(·)} ∈ η(x0) áóäåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, α0] ê êðèâîé r(·) ∈ η(x0).

Ìíîæåñòâî Df(x0) èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(·)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Äàëåå áóäóò äîêàçàíû íîâûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Df(x0).
Ïóñòü f : Rn → R ëèïøèöåâà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Òåîðåìà 1.3.4. Âåðíî ñîîòíîøåíèå

lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

α → +0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
=
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= lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

lim sup
α→+0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
= max

v∈Df(x0)
(v, g) ∀g ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó
f(r(x0, α, g))− f(x0)

α
= α−1

∫ α

0
(∇f(r(x0, τ, g)), g(τ))dτ,

ãäå g(τ) = g + o′(τ), òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}, αk → 0, äëÿ
êîòîðîé ñóùåñòâóåò âåêòîð

v(g) = lim
k

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ ∈ Df(x0), (1.17)

èìååì
lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

α → +0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
≥

≥ lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

sup
α→+0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
≥ (v(g′), g)∀v(g′) ∈ Df(x0),

ïîñêîëüêó v(g′) åñòü ôèêñèðîâàííûé âåêòîð èç ìíîæåñòâà Df(x0), ïîëó÷åí-
íûé äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk} ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.17). Ñëåäî-
âàòåëüíî,

lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

α → +0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
≥

≥ lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

lim sup
α→+0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
≥ max

v∈Df(x0)
(v, g). (1.18)
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Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gm},
gm →m g, è {αk}, αk →k +0, äëÿ êîòîðûõ

lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

α → +0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
=

= lim

gm →m g

rm(·) = r(x0, ·, gm) ∈ η(x0)

αk → +0

f(r(x0, αk, gm))− f(x0)

αk
=

= lim

gm →m g

rm(·) = r(x0, ·, gm) ∈ η(x0)

αk → +0

α−1
k

∫ αk

0
(∇f(r(x0, τ, gm)), gm + o′m(τ))dτ

= lim

m →∞
k →∞

(vkm, g), (1.19)

ãäå
vkm = α−1

k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, gm))dτ

è om(·) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà η(x0) åñòü ðàâíîìåðíî ïî m áåñêî-
íå÷íî ìàëûå ôóíêöèè.

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vkm} âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé

lim
k,m→∞

vkm = w ∈ Df(x0),

ïîñêîëüêó Df(x0) − êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ. Íî òîãäà
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èç (1.19) èìååì

lim

m →∞
k →∞

f(r(x0, αk, gm))− f(x0)

αk
= (w, g)

è
lim

m →∞
k →∞

f(r(x0, αk, gm))− f(x0)

αk
≤ max

v∈Df(x0)
(v, g) (1.20)

Èç (1.18) è (1.20) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 4
Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, ïîäîáíûå ïðèâåäåííûì âûøå, ìîæíî äîêàçàòü

"äâîéñòâåííîå" óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.3.5. Âåðíî ñîîòíîøåíèå

lim inf

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

α → +0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
=

= lim inf

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

lim inf
α→+0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
= min

v∈Df(x0)
(v, g) ∀g ∈ Rn.

Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó ñóáäèôôåðåíöèàëà äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé èìååì
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.3.6. Åñëè ôóíêöèÿ f(·)− äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî
Df(x0) = {∇f(x0)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé êðèâîé r(x0, α, g) = x0+αg+o(α) ∈ η(x0) èìååò
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ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ

lim sup

g′ → g

r(·) ∈ η(x0)

lim sup
α→+0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
= (∇f(x0), g) =

= max
v∈Df(x0)

(v, g) ∀g ∈ Sn−1
1 (0).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1.3.4 ñëåäóåò, ÷òî

Df(x0) = {∇f(x0)}.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Ïóñòü Ω ⊂ Rn − âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

x0 ∈ Ω îïðåäåëèì êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé

K(x0, Ω) = {g ∈ Rn | ∃β0 > 0,∃r(x0, α, g) = x0 + αg + o(α) ∈ η(x0),

o(α)/α →α→+0 +0, r(x0, α, g) ∈ Ω ∀α ∈ [0, β0]}. (1.21)

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ âåêòîðîâ

A(x0) = co {v(g) ∈ Rn | ∃{αk}, αk →k +0,∃g ∈ K(x0, Ω),∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0) :

v(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ},

ãäå r(x0.α, g) ∈ Ω äëÿ ìàëûõ α.

Ëåììà 1.3.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ Ω áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíê-
öèè f(·) íà ìíîæåñòâå Ω, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

max
v∈Df(x∗)

(v, g) ≥ 0 ∀g ∈ K(x∗, Ω). (1.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî v(g) ∈ A(x∗) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{αk}, αk →k +0, g ∈ K(x∗, Ω) è r(x∗, ·, g) ∈ η(x0), ÷òî

f(r(x∗, αk, g)) = f(x∗) + αk(v(g), g) + o(αk) ∀k,
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ãäå o(αk) → 0 äëÿ αk →k 0. Åñëè x∗ −òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·) íà Ω, òî

(v(g), g) ≥ 0 ∀g ∈ K(x0, Ω).

Íî òîãäà

0 ≤ (v(g), g) ≤ max
v∈A(x∗)

(v, g) ≤ max
v∈Df(x∗)

(v, g) ∀g ∈ K(x∗, Ω).

Ëåììà äîêàçàíà. 4
Çàìå÷àíèå 1.3.4. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.3.5, äëÿ ïðîâåð-
êè íà ìèíèìàëüíîñòü ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x∗ íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü óñëîâèå

max
v∈A(x∗)

(v, g) ≥ 0 ∀g ∈ K(x0, Ω).

Çàìå÷àíèå 1.3.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(·) − âûïóêëàÿ, òî (1.22) − äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî òåîðåìå 1.3.1

Df(x∗) = ∂f(x∗).

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Äëÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x∗ íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

min
v∈Df(x∗)

(v, g) ≤ 0 ∀g ∈ K(x∗, Ω),

èëè
min

v∈A(x∗)
(v, g) ≤ 0 ∀g ∈ K(x∗, Ω).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K+(x0, Ω) − ñîïðÿæåííûé êîíóñ äëÿ êîíóñà K(x0, Ω), êî-
òîðûé ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí

K+(x0, Ω) = {w ∈ Rn | (v, w) ≥ 0 ∀v ∈ K(x0, Ω)}. (1.23)

Òåîðåìà 1.3.7. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x∗ ∈ Ω áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà
ôóíêöèè f(·) íà ìíîæåñòâå Ω, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

Df(x∗) ∩K+(x∗, Ω) 6= Ø. (1.24)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

Df(x∗) ∩K+(x∗, Ω) = Ø. (1.25)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1.3.8.([17]) Ïóñòü K ⊂ Rn − çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ, G ⊂
Rn− âûïóêëûé êîìïàêò. Äëÿ òîãî, ÷òîáû K è G íå èìåëè îáùèõ òî÷åê,
ò.å.

K ∩G = Ø,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøåëñÿ âåêòîð w0 ∈ K+ òàêîé, ÷òî

max
x∈G

(w0, x) < 0.

Â íàøåì ñëó÷àå (1.25) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ḡ ∈ K++(x∗, Ω) = K(x∗, Ω)

òàêîé, ÷òî
max

w∈Df(x∗)
(w, ḡ) < 0. (1.26)

Äëÿ âåêòîðà ḡ ∈ K(x∗, Ω) íàéäóòñÿ âåêòîð v(ḡ) ∈ Df(x∗), êðèâàÿ r(x∗, ·, ḡ) ∈
η(x∗) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}, αk →k +0, ÷òî

v(ḡ) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x∗, τ, ḡ))dτ.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âåðíî ðàçëîæåíèå

f(r(x∗, αk, ḡ)) = f(x∗) + αk(v(ḡ), ḡ) + o(αk),

ãäå o(αk)/αk →k 0. Èç (1.26) ñëåäóåò, ÷òî

(v(ḡ), ḡ) ≤ max
w∈Df(x∗)

(w, ḡ) < 0, (1.27)

Îòñþäà
f(r(x∗, αk, ḡ))− f(x∗)

αk
= (v(ḡ), ḡ) +

o(αk)

αk
,

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè o(·) è (1.27), äëÿ ìàëûõ αk > 0 èìååì

f(r(x∗, αk, ḡ)) < f(x∗).

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óòâåðæäåíèåì, ÷òî x∗ − òî÷êà ìèíèìóìà. Òåîðåìà
äîêàçàíà. 4
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Çàìå÷àíèå 1.3.6. Êàê îòìå÷àëîñü â çàìå÷àíèè 1.3.4, âìåñòî ìíîæåñòâà
Df(x∗) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî A(x∗). Òîãäà óñëîâèå (1.22)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A(x∗) ∩K+(x∗, Ω) 6= Ø.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè íà âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

0 ∈ Df(x∗)

èëè
0 ∈ A(x∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x∗− òî÷êà
ìèíèìóìà. Äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Åñëè Ω = Rn, òî K+(x∗, Ω) = {0}, à ïîýòîìó èç òåîðåìû 1.3.7 ñëåäóåò
âêëþ÷åíèå 0 ∈ Df(x∗). 4

1.4 Ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíûõ êîíñòðóêöèé äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíê-
öèé

Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ãëàäêèõ (äèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé îò íåãëàä-
êèõ (íåäèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ïîñëåäíèõ íå ñóùå-
ñòâóåò ãðàäèåíòà â êàêîé-ëèáî òî÷êå, à ñóùåñòâóåò öåëîå ìíîæåñòâî îáîáùåí-
íûõ ãðàäèåíòîâ. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êîé è ýòèì ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿåò
ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (ÌÎ), êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå íå åñòü íåïðåðûâ-
íîå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Òî÷êè, â êîòîðûõ íóëü-âåêòîð ïðèíàäëåæèò îáðàçó
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ â ýòîé òî÷êå, íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Òàê
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ñòàöèîíàðíûå òî÷êè äëÿ ôóíêöèè f(·) − ýòî òå òî÷êè x∗, ãäå

0 ∈ ∂CLf(x∗).

Âàæíî, ÷òîáû ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ÌÎ áûëè îïòèìàëüíûå òî÷êè ôóíê-
öèè, äëÿ êîòîðîé ýòî ÌÎ áûëî ïîñòðîåíî.

Ñëåäóþùèé âàæíûé øàã − ýòî íàó÷èòüñÿ ñòðîèòü íåïðåðûâíûå ðàñøè-
ðåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ, íàïðèìåð, ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà. Ïîñëåäíåå
íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà íàõîæäåíèÿ
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ÌÎ.

Ïåðâûì óäà÷íûì ðàñøèðåíèåì ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà áûëî ε-
ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé [74]. Ïåðâîíà-
÷àëüíî ýòî ìíîæåñòâî áûëî ââåäåíî êàê ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, êîòîðûé
âêëþ÷àåò ñóáäèôôåðåíöèàë, è ëèøü íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ áûëî çàìå÷åíî [40] ,
÷òî îíî åñòü íåïðåðûâíîå ÌÎ. Çàòåì áûëà äîêàçàíà ëèïøèöåâîñòü ýòîãî ÌÎ.

Íèæå áóäåò ïîñòðîåíî íåïðåðûâíîå ÌÎ Dαf(·), α > 0, äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·), êîòîðîå îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ε-
ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ñ
ïîìîùüþ òàêîãî ðîäà ÌÎ ìîæíî ñòðîèòü íåïðåðûâíûå ðàñøèðåíèÿ äëÿ ñóá-
äèôôåðåíöèàëà Êëàðêà ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ f(·) ïðåäñòàâèìà â âèäå
ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé (ëîêàëüíî).

1.4.1 ε- ñóáäèôôåðåíöèàëû äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäóò äàíû êðàòêèå ñâåäåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ
âûïóêëûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà [71].

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà X, åñëè
äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X è α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2). (1.28)
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Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà X, åñëè íåðà-
âåíñòâî (1.28) ñòðîãîå äëÿ âñåõ α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1, .

Îïðåäåëåíèå 1.4.3. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé íà X, åñëè ñó-
ùåñòâóåò m > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ X, α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1,

âåðíî

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2)− α1α2m || x1 − x2 ||2 .

Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è, êðîìå òîãî, ëèïøèöåâà â ìàëîé îêðåñòíî-
ñòè âíóòðåííåé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç
domf, ãäå ôóíêöèÿ f(·) ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ

domf = {x ∈ Rn | f(x) 6= ±∞}.

Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé âûïóêëîé ôóíêöèè f(·) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèÿ

h(α) = (f(x + αg)− f(x))/α

åñòü íåóáûâàþùàÿ ïî α > 0 äëÿ ëþáûõ x, g ∈ Rn. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè äëÿ êàêîé-òî ôóíêöèè f(·) îêàæåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ h(·) åñòü íåóáûâàþ-
ùàÿ ïî α > 0 äëÿ ëþáûõ x, g ∈ Rn, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(·)− âûïóêëàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â [71]. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(·) èìååò ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèÿì g ∈ Rn :

f ′(x, g) =
∂f(x)

∂g
= lim

α→+0
h(α)

è f ′(x + αg, g) - íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî α > 0.

Â îáùåì ñëó÷àå âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé âî âñåõ
òî÷êàõ. Èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî îíà, êàê ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, ïî÷òè âñþäó (ÏÂ)
äèôôåðåíöèðóåìà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â òî÷êàõ, ãäå ñóùåñòâóåò ïðî-
èçâîäíàÿ, ãðàôèê ôóíêöèè f(·) ðàñïîëàãàåòñÿ âûøå êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé



� 60 �

ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(·) â ýòèõ òî÷êàõ. Ìîæíî ââåñòè îáîáùåííûå ãðàäèåíòû
âûïóêëîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x, êîòîðûå îáðàçóþò â ñîâîêóïíîñòè ñóáäèô-
ôåðåíöèàë ∂f(x).

Îïðåäåëåíèå 1.4.4. Âåêòîð v ∈ Rn íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ãðàäèåíòîì
èëè ñóáãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè f(·) : Rn → R â òî÷êå x, åñëè

f(z)− f(x) ≥ (v, z − x) ∀z ∈ Rn.

Îïðåäåëåíèå 1.4.5. Ìíîæåñòâî ∂f(x)

∂f(x) = {v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x) ∀z ∈ Rn}

íàçûâàåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîì âûïóêëîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x.

Èçâåñòíî [71], ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ∂f(·) : Rn → 2R
n åñòü

Ï.ÑÂ è

∂f(x) = co{v ∈ Rn | ∃{αk}, αk → +0, xk ∈ N(f), v = lim
xk→x

∇f(xk)},

ãäå N(f) åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ãäå f(·)− ÏÂ äèôôå-
ðåíöèðóåìà.

Äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà âû-
ïóêëîé ôóíêöèè f(·) íà âûïóêëîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn. Äëÿ ýòîãî
ïîòðåáóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ êîíóñà êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê âûïóêëîìó ìíî-
æåñòâó â äàííîé òî÷êå è åãî ñîïðÿæåííîãî êîíóñà (ñì. (1.23)).

Òåîðåìà 1.4.1. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìóìà âûïóêëîé
ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x∗ ∈ Ω íà âûïóêëîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn

åñòü
∂f(x∗) ∩K+(x∗) 6= ∅, (1.29)

ãäå K+(x∗)− ñîïðÿæåííûé êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê ìíîæåñòâó Ω

â òî÷êå x∗.
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Çàìå÷àíèå 1.4.1. Ñðàâíèòå òåîðåìó 1.4.1 ñ òåîðåìîé 1.3.7. Ýòè òåîðåìû
òîæäåñòâåííû â âûïóêëîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ∂f(x) = Df(x), ÷òî ñëåäóåò
èç òåîðåìû 1.3.1.

Åñëè Ω = Rn, òî óñëîâèå (1.29) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

0 ∈ ∂f(x∗). (1.30)

Ìîæíî äîêàçàòü [17], ÷òî

f ′(x, g) ≡ ∂f(x)

∂g
= max

v∈∂f(x)
(v, g). (1.31)

ε- ñóáäèôôåðåíöèàë áûë âïåðâûå ââåäåí â [74], è ïîçæå áûëà äîêàçàíà åãî
íåïðåðûâíîñòü [40], [17]. Îí ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ðàñøèðåíèåì ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà ∂f(·) âûïóêëîé ôóíêöèè f(·), ÷òî âèäíî èç åãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.4.6. ε- ñóáäèôôåðåíöèàëîì âûïóêëîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå
x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∂εf(x) = co{v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x)− ε}. (1.32)

Î÷åâèäíî, ÷òî
∂f(x) ⊂ ∂εf(x).

Ýëåìåíòû ε- ñóáäèôôåðåíöèàëà íàçûâàþòñÿ ε- ñóáãðàäèåíòàìè.
Áûëî äîêàçàíî [74], [17] , ÷òî ∂εf(x) åñòü âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó

f ′ε(x, g) ≡ ∂εf(x)

∂g
= max

v∈∂εf(x)
(v, g), (1.33)

êîòîðóþ íàçûâàþò ε ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ g.

Â [17] ïðèâåäåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
∂εf(x)

∂g
= inf

α>0
α−1[f(x + αg)− f(x) + ε]. (1.34)
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Äîêàçàòåëüñòâî ëèïøèöåâîñòè ε− ñóáãðàäèåíòíîãî îòîáðàæåíèÿ àâòîð âñòðå-
òèë â ñòàòüå [78]. Çäåñü áóäåò ïðèâåäåíî ñîáñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî, ïîëó÷åí-
íîå íåçàâèñèìî, ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íûé ïðèåì äîêàçàòåëüñòâà ëèïøèöåâîñòè
ïîñòðîåííûõ ÌÎ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå.

Òåîðåìà 1.4.2. ÌÎ ∂εf(·);Rn → 2R
n åñòü ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé Ëèïøè-

öà cL, ãäå c− íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ôóíêöèè f(·) è ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fδ(·) : Rn → R

fδ(x) = f(x) + δ‖x− x0‖2

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ôóíêöèÿ fδ(·)− ñèëüíî âûïóêëàÿ, ïîýòîìó íàéäåòñÿ
òàêîå êîíå÷íîå α(x, ε, δ) â (1.34), ÷òî

∂εfδ(x)

∂g
= α(x, ε, δ)−1[fδ(x + α(x, ε, δ)g)− fδ(x) + ε] g ∈ Sn−1

1 (0).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x1, x2 â îêðåñòíîñòè x0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè

∂εfδ(x2)

∂g
>

∂εfδ(x1)

∂g
.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
∂εfδ(x2)

∂g
− ∂εfδ(x1)

∂g
=

fδ(x2 + α2g)− fδ(x2) + ε

α2
− fδ(x1 + α1g)− fδ(x1) + ε

α1
,

ãäå α1 = α(x1, ε, δ) è α2 = α2(x2, ε, δ) åñòü ÷èñëà, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ
èíôèìóìû â (1.34) â òî÷êàõ x1 è x2 âäîëü íàïðàâëåíèÿ g ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
∂εfδ(x2)

∂g
− ∂εfδ(x1)

∂g
≤ fδ(x2 + α1g)− fδ(x2) + ε

α1
− fδ(x1 + α1g)− fδ(x1) + ε

α1
=

=
fδ(x2 + α1g)− fδ(x1 + α1g) + fδ(x1)− fδ(x2)

α1
≤ 2Lδ‖x1 − x2‖

α1
,

ãäå Lδ - êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè fδ(·). Îòñþäà ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ

0 ≤ ∂εfδ(x2)

∂g
− ∂εfδ(x1)

∂g
≤ 2Lδ‖x1 − x2‖

α1
. (1.35)
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Íåðàâåíñòâî (1.35) âåðíî äëÿ ëþáûõ g ∈ Sn−1
1 (0) è ïðîèçâîëüíî ìàëûõ δ > 0.

Ïåðåéäåì â (1.35) ê ïðåäåëó ïî δ → +0. Î÷åâèäíî, ÷òî Lδ →δ→+0 L. Èçâåñòíî
[17], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ïðè δ → +0 ρH(∂εfδ(x), ∂εf(x)) −→ 0. ×èñëî
α1 = α(x1, ε, δ) íå ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ â (1.34) ïðè δ → +0, ïîñêîëüêó ε

ïîëîæèòåëüíî è íå çàâèñèò îò δ. Ïîýòîìó α(x1, ε, δ) ≥ ᾱ(ε). Îòñþäà è èç (1.35)
èìååì

| ∂εf(x2)

∂g
− ∂εf(x1)

∂g
|≤ 2L‖x1 − x2‖

ᾱ(ε)
. (1.36)

Òàê êàê ε- ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ g åñòü ïî îïðåäåëåíèþ îïîðíûå ôóíê-
öèè â íàïðàâëåíèè g è g - ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Sn−1

1 (0), òî èç (1.36) ñëåäóåò,
÷òî ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå ∂εf(·) åñòü ëèïøèöåâî â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0 ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà

2L

ᾱ(ε)
= cL.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Îïðåäåëåíèå 1.4.7. Òî÷êà x∗ íàçûâàåòñÿ ε- ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn âûïóêëîé ôóíêöèè f(·), åñëè

0 ∈ ∂ε f(x∗).

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ε- ñòàöèî-
íàðíûõ òî÷åê (ñì., íàïðèìåð, [17]). Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ïîñòðîåíèå ε- ñóá-
äèôôåðåíöèàëà − íå ïðîñòàÿ çàäà÷à. Äàæå äëÿ íàõîæäåíèÿ ε- ñóáãðàäèåíòà
v ∈ ∂ε f(x) òðåáóåòñÿ ðåøàòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó âèäà

inf
z∈Rn

{f(z)− (v, z − x)}

ïðè óñëîâèè
f(z)− f(x)− (v, z − x) + ε ≥ 0.

Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü íîâûå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå îáëàäàëè áû àíà-
ëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, êàê è ε- ñóáäèôôåðåíöèàë äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé,
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íî ïîñòðîåíèå êîòîðûõ áûëî áû ïðîùå è êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü
äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé − ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

1.4.2 α- ñóáäèôôåðåíöèàë äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ââåäåíî íåïðåðûâíîå ÌÎ äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé,
êîòîðîå î÷åíü ïîõîæå íà ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå äëÿ âûïóêëûõ
ôóíêöèé. Ââåäåííûå êîíñòðóêöèè îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ε- ñóá-
äèôôåðåíöèàëû, à èìåííî: íåïðåðûâíîñòüþ è, áîëåå òîãî, ëèïøèöåâîñòüþ. Èñ-
ïîëüçóÿ òåîðèþ ëèïøèöåâûõ ÌÎ, ìîæíî ïîñòðîèòü îáîáùåííûå ìàòðèöû äëÿ
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Ââåäåì ìíîæåñòâî

Dαf(x0) = co{v ∈ Rn | (∃r(x0, τ, g) ∈ η(x0)), (∃g ∈ Sn−1
1 (0))

v = α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ},

ãäå êðèâûå r(x0, ·, g) åñòü òå æå ñàìûå, ÷òî â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà Df(x0).

Òåîðåìà 1.4.3. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Dαf(x0) íåïðåðûâíî â ìåòðèêå
Õàóñäîðôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî Dαf(·) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (Ï.ÑÂ).
Ïóñòü vk ∈ Dαf(xk), xk → x0, vk → v0, êîãäà k → ∞. Ïîêàæåì, ÷òî
v0 ∈ Dαf(x0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

vk = α−1
∫ α

0
∇f(r(xk, τ, gk))dτ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

(xk − x0)/ || xk − x0 ||→ l ∈ Sn−1
1 (0)
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è gk → g ∈ Sn−1
1 (0). Ðàçäåëèì ñåãìåíò [xk, xk + αgk] íà äâà ðàâíûõ ñåãìåíòà

äëÿ τ ∈ [α/2, α] è τ ∈ [0, α/2]. Ïóñòü èíòåãðàë

α−1
∫ α

α/2
∇f(r(xk, τ, gk))dτ

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ w1. Âîçüìåì òàêîå áîëüøîå k(ε), íà÷èíàÿ ñ
êîòîðîãî äëÿ k > k(ε)

|| α−1
∫ α

α/2
∇f(r(xk, τ, gk))dτ − w1 ||≤ ε,

ãäå ε- ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äàëåå ðàññìîòðèì èíòåãðàë

α−1
∫ α/2

α/4
∇f(r(xk, τ, gk))dτ,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó w2 äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èç îïðåäåëåííîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {k}. È òàê äàëåå: äëÿ ñåã-
ìåíòà τ ∈ [α/2m+1, α/2m] çíà÷åíèå èíòåãðàëà

α−1
∫ α/2m

α/2m+1

∇f(r(xk, τ, gk))dτ,

äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {km+1}, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {km}, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñõîäèòñÿ
ê wm+1. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k = k(ε) ∈ {km+1}

|| α−1
∫ α/2m

α/2m+1

∇f(r(xk, τ, gk))dτ − wm+1 ||≤ ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∑

i

wi = v0

è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k > k(ε) èç ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

|| v0 − α−1
∫ α

0
∇f(r(xk, τ, gk))dτ ||≤ ε.

Ïîñòðîèì êðèâóþ o(·) : R → Rn, o(α)/α →α→+0 +0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèÿì, óêàçàííûì â îïðåäåëåíèè Dαf(x0).
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Ñîåäèíèì òî÷êó r(xk, α/2m+1, gk) êðèâîé r(xk, ·, gk) äëÿ k ∈ {km+1} ñ íåêî-
òîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êîé êðèâîé r(xk, ·, gk) äëÿ k ∈ {km+2} îòðåçêîì 4ym

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êðèâóþ o(·), óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåáîâàíèÿì,
óêàçàííûì â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà Dαf(x0).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòêëîíåíèå ïî íîðìå îò âåêòîðà v0 èíòåãðàëüíîãî
çíà÷åíèÿ âäîëü ïîëó÷åííîé êðèâîé o(·) íå ïðåâûøàåò

c2(c)α
−1

∑

k

|| 4yk ||,

ãäå c2(c) åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò c. Ïîñêîëüêó gk → g,

òî âñåãäà èç ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {km} ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ÷èñëî

∑
i≥m

|| 4yi ||

ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïðîèçâîëüíî ìàëûì, åñëè íà÷àòü ïðîöåññ äëÿ áîëüøèõ
k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî m, ε(m) > 0, ìû ìîæåì óêàçàòü êðèâóþ
r(x0, ·, g), ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòåé êðèâûõ r(xk, ·, gk) è îòðåçêîâ {4yk} äëÿ k ∈
{km}, ÷òî

|| v0 − α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, gk))dτ ||≤ 2ε.

Òàê êàê ε− ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî è Dαf(x0) åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, òî v0 ∈ Dαf(x0). Èòàê, ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó äî-
êàçàíà.

Äîêàæåì, ÷òî ÌÎ Dαf(x0) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó (Ï.ÑÍ). Íàäî äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v0 ∈ Dαf(·), ãäå

v0 = α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ

äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé r(x0, ·, g) ∈ η(x0) è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk},
xk → x0, ñóùåñòâóþò âåêòîðû vk ∈ Dαf(xk) òàêèå, ÷òî vk → v0.

Ïîñòðîèì êðèâóþ r(xk, ·, g), ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòè êðèâîé r(x0, ·, g) áåç íåêî-
òîðîé åå ÷àñòè âáëèçè òî÷êè x0 è êðèâîé âèäà ok(·), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
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âèÿì, óêàçàííûì â îïðåäåëåíèè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Dαf(·) (ñì. Ðèñ.
1.4.2.1).

Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííóþ êðèâóþ ÷åðåç r(xk, ·, g). Òîãäà

α−1
∫ α

0
∇f(r(xk, τ, g))dτ =

α− α1

α

1

α− α1

∫ α

α1

∇f(r(x0, τ, g))dτ+

+
α1

α

1

α1

∫ α1

0
ok(r(x0, τ, g))dτ,

ãäå [α1, α]− ñåãìåíò çíà÷åíèé τ , ãäå r(xk, ·, g) = r(x0, ·, g). Çíà÷åíèå âòîðîãî
èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà åñòü ïðîèçâîëüíî ìàëîå ÷èñëî, à çíà÷åíèå
ïåðâîãî èíòåãðàëà ñõîäèòñÿ ê

α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ = v0

ïðè k → ∞. Òàêèì îáðàçîì, Ï.ÑÍ äîêàçàíà. Íåïðåðûâíîñòü ÌÎ ñëåäóåò èç
Ï.ÑÂ è Ï.ÑÍ. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî ÌÎ, ñîñòîÿùåãî èç
îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî áûëî áû ñòðîèòü ëî-
êàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè. Íà äàííîì ýòàïå áóäåì ñòðîèòü òàêèå îòîá-
ðàæåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûì ðàñøèðåíèåì ñóáäèôôåðåíöèàëà
Êëàðêà. Äëÿ ÷åãî íàäî ñòðîèòü íåïðåðûâíûå ðàñøèðåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà
Êëàðêà?

Ìåòîäû îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ îò òàêîâûõ äëÿ ãëàä-
êèõ ôóíêöèé è èìåþò ñâîè îñîáåííîñòè. Ïîïûòêè æå "ñãëàäèòü" íåãëàäêèå
ôóíêöèè ïðèâîäÿò ê íå î÷åíü óäà÷íûì ðåçóëüòàòàì ïîòîìó, ÷òî, ñãëàæèâàÿ,
÷àñòî ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà). Òàê, ïðèáëè-
æàÿ ôóíêöèþ f(·) ïîëèíîìàìè, ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè ýêñòðåìóìà â
ëþáîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèè
f(·) â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè ïîëèíîìà è òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Ïîýòîìó
ïî àíàëîãèè ñ îïòèìèçàöèåé ãëàäêèõ ôóíêöèé âàæíî ñòðîèòü íåïðåðûâíûå
ðàñøèðåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïîä òàêèì
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ðàñøèðåíèåì áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ÌÎ, êîòîðîå âêëþ÷àåò ñóáäèôôåðåíöèàë
Êëàðêà è íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

D0f(·) ≡ Df(·).

Ðàññìîòðèì ÌÎ D̄δf(·) : Rn → 2R
n äëÿ ëþáîãî δ > 0

D̄δf(x) = co ∪η∈[0,δ] Dηf(x), (1.37)

ãäå 2R
n− ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ â Rn.

Òåîðåìà 1.4.4. ÌÎ D̄δf(·) åñòü íåïðåðûâíîå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ðàñøè-
ðåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, åñëè f(·) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê
ðàçíîñòü âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÌÎ Aδ1
: Rn → 2R

n äëÿ ëþáîãî ìàëîãî δ1 > 0

Aδ1
(·) = co ∪η∈[δ1,δ] Dηf(·).

Î÷åâèäíî, ÷òî
Aδ1

(x) ⊂ D̄δf(x)

è
lim
δ1→0

ρH(Aδ1
, D̄δf(x)) = 0,

ãäå ρH− ìåòðèêà Õàóñäîðôà.
Ïîñêîëüêó ÌÎ Dηf(·) íåïðåðûâíî äëÿ ëþáîãî η ∈ [δ1, δ], òî Aδ1

(·) òàêæå
íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(·) ïðåäñòàâèìà â âèäå
ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3.2,

D0f(x) = ∂CLf(x),

ãäå ∂CLf(x)− ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x. Ñëåäîâàòåëü-
íî,

∂CLf(x) ⊂ D̄δf(x),
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ò.å. D̄δf(x) åñòü ðàñøèðåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà.
Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî D̄δf(x) â âèäå

D̄δf(x) = Aδ1
(x) ∪Bδ1

(x),

ãäå
Bδ1

(x) = D̄δf(x)\Aδ1
(x).

Èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò µ = µ(ε) > 0, ÷òî

Bδ1
(y) ⊂ ∂CLf(x) + Bn

ε (0)

äëÿ âñåõ y : ‖y − x‖ < µ, ãäå

Bn
ε (0) = {z ∈ Rn |‖ z ‖≤ ε}

øàð ðàäèóñà ε â Rn.

Îòñþäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò µ = µ(ε) > 0, ÷òî

D̄δf(y) ⊂ D̄δf(x) + Bn
ε (0), (1.38)

êàê òîëüêî ‖x− y‖ < µ. Ïî îïðåäåëåíèþ (1.38) îçíà÷àåò Ï.ÑÂ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü Ï.ÑÍ, òàê êàê ëþáîé âåêòîð v ∈ D̄δf(x) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí, êàê ïðåäåë âåêòîðîâ vk ∈ D̄δf(xk), êîãäà xk →k x. Äîñòàòî÷íî
ïîñëåäíåå ïðîâåðèòü äëÿ âåêòîðîâ v ∈ ∂CLf(x). Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}, αk →k +0, è êðèâàÿ r(x0, ·, g), ÷òî

v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x, τ, g))dτ, g ∈ Sn−1

1 (0).

Âîçüìåì êðèâûå r(xk, ·, g) ∈ η(xk) òàêèå, ÷òîáû èíòåãðàëû

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x, τ, g))dτ

è
α−1

k

∫ αk

0
∇f(r(xk, τ, g))dτ
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áûëè áëèçêè äðóã ê äðóãó ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Èç Ï.ÑÂ è Ï.ÑÍ
ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ÌÎ D̄δf(·) â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
4
Çàìå÷àíèå 1.4.2. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ÌÎ Dε,δf(·) : Rn → 2R

n

Dε,δf(x) = co ∪ξ∈Bn
δ (x0) ∪η∈[0,ε] Dηf(ξ), (1.39)

ãäå Bn
δ = {z ∈ Rn |‖ z ‖≤ δ}− øàð ðàäèóñà δ, òàêæå íåïðåðûâíî â ìåòðèêå

Õàóñäîðôà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·), ïðåäñòàâèìîé â âèäå
ðàçíîñòè âûïóêëûõ.

Ïðèìåð 1.4.1 . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : R→ R ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ãðàôèê
ôóíêöèè f(·) åñòü ëîìàíàÿ ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñîñòî-
ÿùàÿ èç îòðåçêîâ ñ òàíãåíñàìè óãëîâ íàêëîíà ±1, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó
äâóìÿ ëó÷àìè, èñõîäÿùèìè èç òî÷êè 0 ñ òàíãåíñàìè óãëîâ −a è +a, ãäå
a > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a < 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0

D̄δf(0) = [−a, +a].

Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî x 6= 0

D̄δf(x) ⊃ [−a, +a].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÌÎ D̄δf(·) íå åñòü íåïðåðûâíîå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà
â òî÷êå 0.

Ýòîò ïðèìåð äîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(·) íå ïðåäñòà-
âèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, òåîðåìà 1.4.4 íå ñïðàâåäëèâà.

Çàìå÷àíèå 1.4.3. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà f : Rn → R -êîíå÷íàÿ âû-
ïóêëàÿ ôóíêöèÿ, ÌÎ Dαf(·), α > 0, åñòü íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå ÌÎ ∂f(·).
Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ëþáóþ êðèâóþ r(x0, ·, g) ∈ η(x0). Îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ ψ : Rn → R

ψ(x0 + τ ḡ) = f(r(x0, τ, g)),
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ãäå
ḡ =

r(x0, α, g)− x0

‖r(x0, α, g)− x0‖
1

cosβ
,

ãäå β− óãîë ìåæäó ëó÷îì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êó x0 è r(x0, α, g), è âåêòîðîì
g (ñì.Ðèñ. 1.4.2.2).

Âåðíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî
ψ(x0 + αḡ)− ψ(x0)

α
=

f(x0 + αg + o(α))− f(x0)

α
=

= α−1
∫ α

0
(∂ψ(x0 + τ ḡ)/∂ḡ)dτ = α−1

∫ α

0
(∇f(r(x0, τ, g)), ḡ)dτ = (vm, ḡ),

ãäå
vm = α−1

∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Θ(·) : R→ R

Θ(α) =
f(x0 + αḡ)− f(x0)

α

íåóáûâàþùàÿ ïî α > 0 äëÿ ëþáîãî ḡ ∈ Rn [71] , òî

(vm, ḡ) ≥ ∂f(x0)/∂ḡ = max
w∈∂f(x0)

(w, ḡ)

äëÿ ëþáîãî α > 0, ò.å. Dαf(·) åñòü íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå ñóáäèôôåðåíöè-
àëà Êëàðêà ∂CLf(·) = ∂f(·) äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè f(·).

Èçâåñòíî òàêæå [17], ÷òî ìíîæåñòâî

∂εf(x0) = {v ∈ Rn | f(z)− f(x0) ≥ (v, z − x0)− ε ∀z ∈ Rn}

ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåïðåðûâíûì ðàñøèðåíèåì ñóáäèôôåðåíöèàëà, íî â îáùåì
ñëó÷àå íåò àëãîðèòìà äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ÌÎ Dαf(·) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ε- ñóá-
äèôôåðåíöèàëà äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé, à èìåííî: íàðÿäó ñ íåïðåðûâíîñòüþ
èìååò ìåñòî ëèïøèöåâîñòü (ñì. ïàðàãðàô 1.4.1).
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Òåîðåìà 1.4.5. Åñëè f(·)− ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå (ÌÎ) Dαf(·)− ëîêàëüíî ëèïøèöåâîå ÌÎ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà Lα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî

ρ(Dαf(x1), Dαf(x2)) = max
g∈Sn−1

1 (0)
| pDα

(x1, g)− pDα
(x2, g) |,

ãäå
pDα

(x, g) = max
v∈Dαf(x)

(v, g)

åñòü çíà÷åíèå îïîðíîé ôóíêöèè ÌÎ Dαf(·) â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ g. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

max
g∈Sn−1

1 (0)
| pDα

(x1, g)− pDα
(x2, g) |= pDα

(x1, ḡ)− pDα
(x2, ḡ),

ãäå ḡ ∈ Sn−1
1 (0).

Ïóñòü
pDα

(x1, ḡ) = (v(x1), ḡ), v(x1) ∈ Dαf(x1),

pDα
(x2, ḡ) = (v(x2), ḡ), v(x2) ∈ Dαf(x2),

è pDα
(x1, ḡ) ≥ pDα

(x2, ḡ).

Ñóùåñòâóåò êðèâàÿ r(x1, ·, ḡ) ∈ η(x1) äëÿ âåêòîðà v(x1), äëÿ êîòîðîãî ñïðà-
âåäëèâî

v(x1) = α−1
∫ α

0
∇f(r(x1, τ, ḡ))dτ, ḡ ∈ Sn−1

1 (0).

Îïóñòèì ñëó÷àé, êîãäà v(x1) åñòü ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vi(x1)} ∈
Dαf(x1), i ∈ N,

vi(x1) = α−1
∫ α

0
∇f(ri(x1, τ, ḡ))dτ,

ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíèòñÿ, à áóäåò ÷óòü äëèííåå.
Ðàññìîòðèì òàêæå âåêòîð èç ìíîæåñòâà Dαf(x2)

v̄(x2) = α−1
∫ α

0
∇f(r(x2, τ, ḡ))dτ, ḡ ∈ Sn−1

1 (0),
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ãäå r(x2, ·, ḡ) ∈ η(x2) åñòü êðèâàÿ, ïîñòðîåíèå êîòîðîé îïèøåì íèæå. Ïîñêîëü-
êó âåêòîðû v(x2) è v̄(x2) èç ìíîæåñòâà Dαf(x2), à òàêæå èç îïðåäåëåíèÿ âåê-
òîðà v(x2) ñëåäóåò, ÷òî

(v(x2), ḡ) ≥ (v̄(x2), ḡ)

è

pDα
(x1, ḡ)− pDα

(x2, ḡ) ≤ (v(x2), ḡ)− (v̄(x2), ḡ) = (v(x1)− v̄(x2), ḡ) ≤

≤‖ v(x1)− v̄(x2) ‖ . (1.40)

Îïèøåì êîíñòðóêöèþ êðèâîé r(x2, ·, ḡ) è îöåíèì íîðìó âåêòîðà v(x1)− v̄(x2).

Êðèâàÿ r(x2, ·, ḡ) ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü - ýòî êðèâàÿ âèäà
x2 + βḡ + o(x2, β, ḡ), ãäå o(x2, β, ḡ)/β → 0, êîãäà β → +0, èäóùàÿ èç òî÷êè x2

äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé r(x1, ·, ḡ). Âòîðàÿ ÷àñòü - ýòî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü êðèâîé
r(x1, ·, ḡ) îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé x2 + βḡ + o(x2, β, ḡ) (ñì. Ðèñ. 1.4.2.3).
Äàëåå îöåíèì ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòîâ âäîëü êàæäîé èç
ýòèõ êðèâûõ.

Ïîêàæåì, ÷òî êðèâàÿ r(x2, ·, ḡ) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ᾱ, äëÿ êîòîðîãî r(x2, ·, ḡ) ïåðåñåêàåò êðèâóþ r(x1, ·, ḡ), íå
ïðåâûøàåò m ‖ h ‖, äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N, h = x1 − x2.

Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìîæíî âèäåòü íà ôèãóðå 1.4.2.3, ïåðåñå÷åíèå êðèâîé
r(x2, ·, ḡ) ñ r(x1, ·, ḡ) èìååò ìåñòî äëÿ òàêîãî ïàðàìåòðà ᾱ, äëÿ êîòîðîãî

(o2(ᾱ), ḡ1) ≥ (o1(ᾱ+ ‖ h ‖ cos γ), ḡ1)+ ‖ h ‖ sin γ, (1.41)

ãäå o2(·) ≡ o(x2, ·, ḡ), o1(·)- âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ êðèâîé r(x1, ·, ḡ).

Êðèâûå íà ðèñ.1 èçîáðàæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè è òàêèì îáðàçîì, ÷òî îöåíêà
ïàðàìåòðà ᾱ ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ. Ñóùåñòâóþò äðóãèå âàðèàíòû ðàñïî-
ëîæåíèÿ òî÷åê x1 è x2 îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, êîòîðûå ìîãóò áûòü èçó÷åíû
àíàëîãè÷íûì ïóòåì.

Ïîñòðîèì êðèâóþ o2(·) ñëåäóþùèì îáðàçîì: îíà áóäåò áëèçêà ê êðèâîé

o2(β) = β2ḡ1 β ≤‖ h ‖ /2,
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o2(β) = [‖ h ‖2 /4 + c(β− ‖ h ‖ /2))]ḡ1 β >‖ h ‖ /2, (1.42)

÷òîáû ãðàäèåíòû ôóíêöèè f(·) ñóùåñòâîâàëè ïî÷òè âñþäó íà êðèâîé r(x2, ·, ḡ).
Äëÿ ìàëûõ ‖ h ‖ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ o2(·) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì

òðåáîâàíèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà η(x). Äåéñòâèòåëü-
íî, äëÿ ýòîãî íàäî, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 2β ≤ c, èëè
‖ h ‖≤ c è, âî-âòîðûõ, ‖ h/2 ‖≤ α0, ÷òî âñåãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ìàëûõ
‖ h ‖.

Áóäåì èñêàòü ᾱ â âèäå m ‖ h ‖ è ïîêàæåì, ÷òî m > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå, ÷òî
íåðàâåíñòâî (1.41) âåðíî.

Ñäåëàåì â (1.41) ïîäñòàíîâêó ᾱ = m ‖ h ‖ è, ó÷èòûâàÿ (1.42), ïåðåïèøåì
(1.41) â âèäå

‖ h ‖2 /4 + c(m− 1/2) ‖ h ‖≥ 〈o1((m + cos γ) ‖ h ‖), ḡ1〉+ ‖ h ‖ sin γ. (1.43)

Çíà÷åíèå (o1((m + cos γ) ‖ h ‖), ḡ1) áóäåò ïðîèçâîëüíî ìàëûì, êîãäà m ‖ h ‖
ìàëî. ßñíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.43) áóäåò âåðíî, åñëè íåðàâåíñòâî

c(m− 1/2) ‖ h ‖≥ ε(m + 1) ‖ h ‖ + ‖ h ‖

âåðíî äëÿ ìàëûõ ε > 0, èëè

(c(m− 1/2)− ε(m + 1)− 1) ‖ h ‖≥ 0,

÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàëûõ ε > 0 è äëÿ

m ≥ (c/2 + ε + 1)/(c− ε).

Ñäåëàåì îöåíêó âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Òîãäà äëÿ
ε < c/2 áóäåì èìåòü

c/2 + ε + 1

c− ε
≤ 2 + 2/c.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàëûõ ‖ h ‖

ᾱ ≤ (2 + 2/c) ‖ h ‖ .
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Äëèíà ïåðâîé ÷àñòè êðèâîé r(x2, ·, ḡ) íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ
∫ ᾱ

0
‖ ḡ + o′2(τ) ‖ dτ ≤ (1 + c)(2 + 2/c) ‖ h ‖ .

Èíòåãðàë îò ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) âäîëü êðèâîé x2 + τ ḡ + o(x2, τ, ḡ), τ ≤
α, ðàçîáüåì íà äâà èíòåãðàëà. Ïåðâûé èíòåãðàë − ýòî èíòåãðàë äëÿ τ ≤ ᾱ.
Âòîðîé − îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü, ò.å. äëÿ ᾱ ≤ τ ≤ α. Ïåðâûé èíòåãðàë ïî íîðìå íå
ïðåâûøàåò

‖ α−1
∫ ᾱ

0
∇f(r(x2, τ, ḡ))dτ ‖≤ α−1

∫ ᾱ

0
‖ ∇f(r(x2, τ, ḡ)) ‖ dτ

≤ α−1ᾱL = (2 + 2/c) α−1L ‖ h ‖,
ãäå L− êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè f(·).

Âòîðîé èíòåãðàë âäîëü êðèâîé r(x2, τ, ḡ) ðàâåí èíòåãðàëó âäîëü êðèâîé
r(x1, τ, ḡ) äëÿ ᾱ ≤ τ ≤ α− ‖ h ‖ cos γ (ñì. Ðèñ. 1.4.2.3) Òîãäà ñðåäíèå èíòå-
ãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) äëÿ ýòèõ ÷àñòåé êðèâûõ r(x1, ·, ḡ)

è r(x2, ·, ḡ) îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà α−1L ‖ h ‖ cos γ ≤ α−1L ‖ h ‖.
Íàäî òàêæå ïðèíÿòü â ðàñ÷åò ÷àñòü êðèâîé r(x1, ·, ḡ) äëÿ α ∈ (0, ‖ h ‖ cos γ],

äëÿ êîòîðîé

‖ α−1
∫ ‖h‖cos γ

0
∇f(r(x1, τ, ḡ))dτ ‖≤ α−1

∫ ‖h‖cos γ

0
‖ ∇f(r(x1, τ, ḡ)) ‖ dτ

≤ α−1 ‖ h ‖ L cos γ ≤ α−1L ‖ h ‖ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü ìåæäó ñðåäíèìè èíòåãðàëüíûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ
êðèâûõ r(x1, ·, ḡ) è r(x2, ·, ḡ) íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ

(4 + 2/c) α−1L ‖ h ‖

òî åñòü
‖ v(x1)− v̄(x2) ‖≤ (4 + 2/c) α−1L ‖ x1 − x2 ‖ .

Îòñþäà è èç (1.40) ñëåäóåò, ÷òî ÌÎ Dαf(·) ëèïøèöåâî ñ êîíñòàíòîé Lα =

(4 + 2/c) α−1L.¤ Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
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Çàìå÷àíèå 1.4.4. Íàëè÷èå â êîíñòàíòå Ëèïøèöà ìíîæèòåëÿ α−1 îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè α → +0 íåïðåðûâíîñòü ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
Dαf(·) íàðóøàåòñÿ. Ñëó÷àþ α = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå Df(·), êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå Õàóñäîðôà.

1.4.3 Ïðèìåíåíèå íåïðåðûâíûõ ðàñøèðåíèé ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà äëÿ
íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 1.4.4), ÷òî äëÿ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â
âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, ÌÎ D̄δf(·) åñòü íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå
ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Rn

∂CLf(x) ⊂ D̄δf(x)

è D̄δf(·) - íåïðåðûâíîå ÌÎ.
Èñïîëüçóåì èäåþ, ïðåäëîæåííóþ àâòîðàìè â [109], îïèøåì àëãîðèòì íàõî-

æäåíèÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êè x∗ ÌÎ ∂f(·), ãäå f(.)- âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ ôóíê-
öèÿ â Rn,ò.å.

0 ∈ ∂f(x∗).

Äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû èç [109] íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî Dδf(·)
åñòü ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà ∂f(.).

Äåéñòâèòåëüíî, èç Ï.ÑÂ ÌÎ ∂f(·) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
τ(ε) > 0, ÷òî

∂f(Bn
τ(ε)(x)) ⊂ ∂f(x) + Bn

ε (0), (1.44)

ãäå
∂f(Bn

τ(ε)(x)) = ∪y∈Bn
τ(ε)(x) ∂f(y).

Ïîñêîëüêó
∂f(x) ⊂ Dδf(x), δ > 0,
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òî èç (1.44) ñëåäóåò, ÷òî

∂f(Bn
τ(ε)(x)) ⊂ ∂f(y) + Bn

ε (0) ⊂ Dδf(x) + Bn
ε (0),

ò.å. óñëîâèå
à) ðàâíîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x óêàçàííîé âûøå ñòà-

òüè âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðîâåðèì îñòàëüíûå óñëîâèÿ:
á) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn è äëÿ ëþáûõ 0 < ε1 < ε2

Dε1
f(x) ⊂ Dε2

f(x);

â) Dε1
f(.) - íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà;

ã) äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

∩ε>0Dεf(x) = ∂f(x).

(Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ f(·) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé).

Òàêèì îáðàçîì, ÌÎ Dδf(·) åñòü ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ÌÎ ∂f(·).

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

gε(x) = arg min{‖ v ‖| v ∈ Dεf(x)},

è
ϕε(x, g) = max

v∈Dεf(x)
(v, g).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå θ1, θ2, θ3 ∈ (0, 1) è γ > 0. Îáîçíà÷èì

ε(x) = max {ε > 0 :‖ gε(x) ‖2≥ γε, ε = θk
1 , k ∈ N+}.

Ïóñòü òî÷êà xk óæå âû÷èñëåíà. Íàéä¼ì òî÷êó xk+1.

Àëãîðèòì

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì íàïðàâëåíèå gε(xk) è ε(xk).
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Øàã 2. Åñëè ε(xk) = 0, òî xk -ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ.
Åñëè ε(xk) > 0, òî íàõîäèì øàã 4k

4k = arg min {θi
2 : f(xk − θi

2gε(xk)(xk))− f(xk) ≤

≤ θ3θ
i
2ϕε(xk)(xk,−gε(xk)(xk)) : i ∈ N+}.

Øàã 3. Ïîëàãàåì xk+1 = xk −4kgε(xk)(xk).

Ïåðåõîäèì ê øàãó 1.
Èç ðàáîòû [109] ñëåäóåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.4.6. Ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x̄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, ïî-
ñòðîåííàÿ ñîãëàñíî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó, åñòü ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà
ôóíêöèè f(·), èëè òî÷êà ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè f(.) â Rn.

1.5 Íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé íîâîãî ìåòîäà
àïïðîêñèìàöèé, à èìåííî: ïîñòðîåíèå íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ñòðîèòü â ëþáîé (íå òîëüêî äîñòàòî÷íî
ìàëîé) îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Ïîñòðîåíèå íèæíèõ âûïóêëûõ
àïïðîêñèìàöèè (ÍÂÀ) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âèä èñõîäíîé ôóíêöèè, ÷òî ïîç-
âîëÿåò óñêîðèòü ìåòîäû ïîèñêà îïòèìàëüíîé òî÷êè. Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ÍÂÀ
ïðèìåíèìà è äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîé òî÷êè îïòèìóìà.

Ïî÷åìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ ÍÂÀ? Äåëî â òîì, ÷òî äàæå
äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ ôóíêöèÿ Êëàðêà íå î÷åíü õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå
èñõîäíîé ôóíêöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, çàäàíà ôóíêöèÿ f(·) : R→ R, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà Ðèñ. 1.5.1. è
ñîñòîèò èç îòðåçêîâ ñ óãëîì íàêëîíà ±1. Î÷åâèäíî, ÷òî ∂CLf(0) = [−1, 1].
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Ôóíêöèÿ Êëàðêà F ↑
CL (1.1) âî âñåõ òî÷êàõ íåîòðèöàòåëüíà, õîòÿ èñõîäíàÿ

ôóíêöèÿ íå òàêàÿ.
Áóäåò ïðåäëîæåíà íîâàÿ èäåÿ, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè äâóõ àïïðîêñèìè-

ðóþùèõ ôóíêöèé. Â òåîðèè êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òàêæå ñòðî-
ÿòñÿ äâå àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå äâóìÿ ìíîæåñòâàìè −
ñóáäèôôåðåíöèàëîì è ñóïåðäèôôåðåíöèàëîì, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâîëü-
íîé êîìáèíàöèåé îïåðàöèé max è min îò ãëàäêèõ ôóíêöèé. ÍÂÀ ìîæíî ñòðî-
èòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÍÂÀ îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî êðèâûõ, âäîëü êîòîðûõ ñòðî-
ÿòñÿ óñðåäíåííûå èíòåãðàëüíûå âåêòîðû [102]. Ïðè ïîìîùè ýòèõ âåêòîðîâ
ñòðîÿòñÿ ÍÂÀ, à òî÷íåå − ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè(ÃÍÂÀ)
[55]. Îäíà èç àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé èçâåñòíà è åñòü

ψ(x) = L‖x− x0‖,

ãäå x0−òî÷êà, â ìàëîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ, L −
êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè f(·). Òîãäà ÃÍÂÀ − ýòî íàèáîëüøàÿ âûïóêëàÿ
ÏÎ ôóíêöèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ ôóíêöèþ f̃(x) = f(x) + ψ(x) âî âñåõ òî÷êàõ
ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðàôèê ÃÍÂÀ
"ïîäïèðàåò" ñíèçó ãðàôèê ôóíêöèè f̃(x).

Ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàöèè âàæíî ñòðîèòü òàêèå àïïðîêñèìàöèè, êîòî-
ðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàþò íå òîëüêî íåîáõîäèìûå, íî è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ îïòèìàëüíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íåîáõî-
äèìûå óñëîâèÿ ñòàíîâÿòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñòðî-
ãîå âêëþ÷åíèå íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ ñóáäèôôåðåíöèàëîì è ñóïåð-
äèôôåðåíöèàëîì [56]. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé òàêèå óñëîâèÿ
ïîëó÷èòü òàêæå ìîæíî.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìèíîëîãèè ÃÍÂÀ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå âêëþ÷åíèÿ äâóõ
ìíîæåñòâ. Óêàçàííûé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì äëÿ íåêâàçèäèôôåðåíöè-



� 80 �

ðóåìûõ ôóíêöèé èëè äëÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ, íî äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîèòü
ñóáäèôôåðåíöèàë è ñóïåðäèôôåðåíöèàë î÷åíü ñëîæíî. Ïîñëåäíåå äîêàçûâà-
åòñÿ íà ïðèìåðå ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé â ãëàâå "Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãîçíà÷-
íûõ îòîáðàæåíèé".

Ñ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ ñâÿçàí óñîâåðøåíñòâîâàííûé ìåòîä ïîèñêà îï-
òèìàëüíîé òî÷êè, êîãäà äâèãàåìñÿ óæå íå ïî ëó÷àì â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè,
à ïî êðèâûì, ÷òî, êîíå÷íî, óëó÷øàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Â äàííîé ãëàâå îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèé,
ÿâëÿþùèõñÿ ñóììîé (ðàçíîñòüþ), ïðîèçâåäåíèåì (÷àñòíûì) è ïðîèçâîëüíîé
ãëàäêîé êîìáèíàöèåé ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíê-
öèè ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) îò òîãî æå ñåìåéñòâà ôóíêöèé.

1.5.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì êðèâóþ r(·) ∈ η(x0), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ñåãìåíòå (0, α0] äëÿ
íåêîòîðîãî g ∈ Sn−1

1 (0). Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}, αk → +0,
êîãäà k → ∞, è ðàññìîòðèì ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòîâ
∇f(r(·)) âäîëü òàêèõ êðèâûõ r(·)

αk
−1

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ.

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ïðè k → ∞ ñîäåðæàò âàæíóþ èíôîðìà-
öèþ î ïîâåäåíèè ôóíêöèè f(·) âáëèçè òî÷êè x0 â íàïðàâëåíèè g.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

Ef(x0) = {v(g) ∈ Rn : ∃{αk}, αk → +0, (∃ g ∈ Sn−1
1 (0)),

(∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ }

è
Df(x0) = co Ef(x0),

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.
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Áóäåì ñòðîèòü ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèè

f̃(x) = f(x) + L ‖ x− x0 ‖ ∀x ∈ Rn.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ (ïðîèçâîäíàÿ Àäàìàðà)

F (x0, g) = lim
α→+0,g′→g

inf (f̃(x0 + αg′)− f̃(x0))/α.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

F (x0, g) ≥ 0 ∀g ∈ Sn−1
1 (0) = {z ∈ Rn | ‖ z ‖= 1}

è
| F (x0, g1)− F (x0, g2) |≤ 2L ‖ g1 − g2 ‖ .

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. [55] Ôóíêöèÿ g → h(x0, g) : Rn → R íàçûâàåòñÿ ãëàâ-
íîé íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèåé (ÃÍÂÀ) ôóíêöèè f̃(·) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 , åñëè
1)

h(x0, g) ≤ F (x0, g) ∀g ∈ Rn;

h(x0, ·) − âûïóêëàÿ ïîëîæèòåëüíî-îäíîðîäíàÿ (ÏÎ) ñòåïåíè 1 ôóíêöèÿ;
2) íå ñóùåñòâóåò äðóãîé âûïóêëîé ÏÎ ôóíêöèè h1(x0, ·), óäîâëåòâîðÿþùåé
óêàçàííîìó âûøå ïóíêòó, à òàêæå

h1(x0, g) ≥ h(x0, g) ∀g ∈ Rn.

ÃÍÂÀ èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè åñòü
íèæíÿÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ãðàôèêà ôóíêöèè F (x0, .), ò.å. ýòî òàêàÿ íàèáîëü-
øàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ψ(·), ÷òî

ψ(g) ≤ F (x0, g) ∀g ∈ Rn.

Ïîñêîëüêó h(x0, ·) − âûïóêëàÿ êîíå÷íàÿ ÏÎ ñòåïåíè 1 ôóíêöèÿ, òî [56]

h(x0, g) = max
v∈∂h(x0,0)

(v, g),
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ãäå ∂h(x0, 0) − ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè h(x0, ·) â íóëå, (v, g) − ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ v è g, ò.å. äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h(x0, ·) íàäî îïðå-
äåëèòü ìíîæåñòâî ∂h(x0, 0). Îïèøåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ∂h(x0, 0).

1.5.2 Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ

1. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî g ∈ Sn−1
1 (0)

Egf̃(x0) = {v(g) ∈ Rn : ∃{αk}, αk → +0,

(∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f̃(r(x0, τ, g))dτ }.

2. Íàõîäèì ìíîæåñòâî

A = co{w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v(g), g) ∀v(g) ∈ Egf̃(x0),∀g ∈ Sn−1
1 (0)}.

Ìíîæåñòâî A íå ïóñòî, òàê êàê 0 ∈ A. ÃÍÂÀ h(x0, ·) âñåãäà ñóùåñòâóåò, òàê
êàê âñåãäà ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ãðàôèêà ôóíêöèè F (x0, ·).

Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì, äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëÿåò ÃÍÂÀ è A = ∂h(x0, 0),

ãäå h(x0, ·) åñòü ôóíêöèÿ îò g.
Èìååì

F (x0, g) = lim
α→+0

inf (f̃(r(x0, τ, g))− f̃(x0))/α =

= lim
α→+0

inf α−1
∫ α

0
(∇f̃(r(x0, τ, g)), g(τ))dτ, (1.45)

ãäå g(τ) = g + o′(τ), τ ∈ [0, α], r(x0, ·, g) − ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ èç ìíîæåñòâà
η(x0), o

′(·) − ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè o(·). Îòñþäà F (x0, g) = (v(g), g) äëÿ

v(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f̃(r(x0, τ, g))dτ

èç ìíîæåñòâà Egf̃(x0) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èí-
ôèìóì â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè F (x0, ·).

Èç ïåðâîãî ñâîéñòâà îïðåäåëåíèÿ 1.5.1 è (1.45) ñëåäóåò, ÷òî

(w, g) ≤ F (x0, g) = (v(g), g) ∀v(g) ∈ Egf̃(x0), ∀g ∈ Rn
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äëÿ ëþáîãî w ∈ ∂h(x0, 0), ãäå h(x0, ·)− ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̃(·) â òî÷êå x0. Îòñþäà
èìååì

∂h(x0, 0) ⊂ A.

Åñëè ôóíêöèþ h(x0, ·) îïðåäåëèòü êàê

h(x0, g) = max
w∈A

(w, g),

ãäå A = ∂h(x0, 0) îïðåäåëÿåòñÿ àëãîðèòìîì, òî h(x0, ·) − ÏÎ ñòåïåíè 1 ôóíê-
öèÿ è äðóãîé ÏÎ ñòåïåíè 1 âûïóêëîé ôóíêöèè h1(x0, ·), äëÿ êîòîðîé ïóíêò 1
îïðåäåëåíèÿ 1.5.1 ñïðàâåäëèâ è

h1(x0, g) ≥ h(x0, g) ∀g ∈ Rn,

íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëî áû ìåñòî âêëþ÷åíèå

∂h1(x0, 0) ⊃ ∂h(x0, 0)

è íàøëèñü áû âåêòîðû w̄ ∈ ∂h1(x0, 0), v(ḡ) ∈ Eḡf̃(x0) è ḡ ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ
(w̄, ḡ) > (v(ḡ), ḡ). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäîâàëî áû, ÷òî

h1(x0, ḡ) = max
w∈∂h1(x0,0)

(w, ḡ) > F (x0, ḡ) = (v(ḡ), ḡ),

÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ïåðâîìó ïóíêòó îïðåäåëåíèÿ 1.5.1. Òàêèì îáðàçîì, A =

∂h(x0, 0) è ÃÍÂÀ åäèíñòâåííà äëÿ ôóíêöèè

f̃(x) = f(x) + L ‖ x− x0 ‖

â òî÷êå x0.

Çàìå÷àíèå 1.5.1. Ìíîæåñòâî A ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

A = {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v(g), g) ∀v(g) ∈ Egf̃(x0),∀g ∈ Sn−1
1 (0)}.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ w1, w2 ∈ A è α1, α2 > 0, α1 + α2 = 1 èìååì

αi(wi, g) ≤ αi(v(g), g) ∀g ∈ Sn−1
1 (0) i = 1, 2.
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Ñêëàäûâàÿ äâà íåðàâåíñòâà äëÿ i=1,2, ïîëó÷èì

(α1w1 + α2w2, g) ≤ (v(g), g) ∀g ∈ Sn−1
1 (0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α1w1 + α2w2 ∈ A, ò.å. A− âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå 1.5.2. Ìíîæåñòâî A åñòü âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ îáîëî÷êà
âåêòîðîâ w̄ = v(ḡ) ∈ Eḡf̃(x0), äëÿ êîòîðûõ

(w̄, g) ≤ (v(g), g) ∀g ∈ Sn−1
1 (0).

Ïîýòîìó, íàõîäÿ âåêòîðû v(g), ìîæíî ñðàçó ñòðîèòü ìíîæåñòâî A.

Òàêèì îáðàçîì, â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèþ f(·) àïïðîêñèìèðóåì ðàç-
íîñòüþ äâóõ âûïóêëûõ ïî g ôóíêöèé h(x0, g) è L ‖ g ‖, ãäå g = x−x0. Â ðàáîòå
[55] áûëî ïðèâåäåíî óñëîâèå, êîãäà ôóíêöèÿ f(·) èìååò â òî÷êå x0 ìèíèìóì â
Rn, à èìåííî:

LBn
1 (0) ⊂ ∂h(x0, 0).

Ïðè âûïîëíåíèè ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî. Ïàðó ìíîæåñòâ
(∂h(x0, 0),−LBn

1 (0)) = (∂h(x0, 0), LBn
1 (0)) áóäåì íàçûâàòü êâàçèäèôôåðåíöèà-

ëîì ÃÍÂÀ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 , ïîñêîëüêó

max
v∈∂h(x0,0)

(v, g)− max
v∈LBn

1 (0)
(v, g) = max

v∈∂h(x0,0)
(v, g) + min

v∈−LBn
1 (0)

(v, g)

è LBn
1 (0) = −LBn

1 (0), g = x− x0.

Ïîêàæåì âàæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ.
Ðàññìîòðèì ëèïøèöåâóþ ôóíêöèþ x → f(x) : Rn → R

f(x) = f1(x) + f2(x),

ãäå, íàïðèìåð, f1(·) − ëèïøèöåâàÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìàÿ (ÊÂÄ) â òî÷êå x0,
ôóíêöèÿ, êâàçèäèôôåðåíöèàë êîòîðîé â òî÷êå x0 åñòü (∂f1(x0), ∂̄f1(x0)) [56],
à f2(·) − ëèïøèöåâàÿ íåêâàçèäèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0. Ïóñòü êâàçèäèô-
ôåðåíöèàë â òî÷êå x0 ÃÍÂÀ ôóíêöèè f2(·) åñòü (A,LBn

1 (0)), A ⊂ Rn . Òîãäà
êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 åñòü

(∂f1(x0) + A, ∂̄f1(x0) + LBn
1 (0)).
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Ôóíêöèÿ f(·)− íåêâàçèäèôôåðåíöèðóåìàÿ, è ïîýòîìó çàïèñàòü íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ìèíèìóìà ÷åðåç ñóáäèôôåðåíöèàë è ñóïåðäèôôåðåíöèàë [56] íåëü-
çÿ, íî, èñïîëüçóÿ êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà,
êîòîðîå ïðè ñòðîãîì âêëþ÷åíèè åñòü è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, − ìîæíî:

−(∂f1(x0) + LBn
1 (0)) ⊂ ∂̄f1(x0) + A.

Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ÃÍÂÀ.
Ïóñòü f(·) : R → R èìååò ãðàôèê, èçîáðàæåííûé íà Ðèñ.1.5.2. Îòðåçêè

ãðàôèêà ðàñïîëîæåíû ìåæäó ïðÿìûìè +x,−x è èìåþò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà
+2,-2, ò.å. ôóíêöèÿ f(·) ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà, ðàâíîé 2, è íå
ÿâëÿåòñÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå 0.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî

∂Clf(0) = [−2, +2], ∂MPf(0) = [−2, +2],

ãäå ∂Clf(0) − ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà , ∂MPf(0) − ñóáäèôôåðåíöèàë
Ìèøåëÿ-Ïåíî ôóíêöèè f â òî÷êå x0 = 0.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ
f̃(x) = f(x) + 2 | x | .

ÃÍÂÀ äëÿ f̃(·) åñòü ôóíêöèÿ h(g) =| g | è ∂h(0) = [−1, +1].

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà [55] åñòü

2B1
1(0) ⊂ ∂h(0) = [−1, 1],

êîòîðîå, î÷åâèäíî, íå âûïîëíÿåòñÿ è ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíê-
öèè f(·).

Ðàññìîòðèì òàêæå ôóíêöèþ f(·) : R→ R

f(x) = xsin(1/x),

êîòîðàÿ íå åñòü ëèïøèöåâà â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, íî ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêîâîé âíå ýòîé îêðåñòíîñòè. Êðîìå òîãî, äëÿ ôóíêöèè

f̃(x) = f(x) + 2 | x |
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ìîæíî ïîñòðîèòü ÃÍÂÀ, êîòîðàÿ åñòü h(g) =| g |, g ∈ R.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèìåð ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ è åå ÃÍÂÀ,
íàäî ðàñïðîñòðàíèòü ðàññìàòðèâàåìóþ âûøå ôóíêöèþ íà âñþ ïëîñêîñòü R2

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.
Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ f(·) : Rn → R íå åñòü ëèïøèöåâà â ïðîèç-

âîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé òî÷êè x0, íî ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé âíå
ýòèõ îêðåñòíîñòåé, è åñëè âîçìîæíî íàéòè òàêóþ êîíñòàíòó L, ÷òî äëÿ ôóíê-
öèè

f̃(x) = f(x) + L ‖ x− x0 ‖
ìîæíî ïîñòðîèòü ÃÍÂÀ, òî òåîðèÿ ÃÍÂÀ ñïðàâåäëèâà è â ýòîì ñëó÷àå.

Äàëåå ìû îïðåäåëèì ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ äëÿ ãëàäêèõ êîìáèíàöèé
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, à òàêæå îïåðàöèé max è min.

1.6 Èñ÷èñëåíèå ÃÍÂÀ

1.6.1 Ñóììà ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ñóììó
f(x) = f1(x) + f2(x)

äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèé fi(·) :

Rn → R, i = 1, 2, ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L. Âìåñòî ôóíêöèé fi(·), i = 1, 2,

ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f̃i(x) = fi(x) + L ‖ x− x0 ‖, i = 1, 2

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Rn. Ïóñòü ñóáäèôôåðåíöèàëû ÃÍÂÀ ôóíêöèé
f̃i(·), i = 1, 2, â òî÷êå x0 åñòü ìíîæåñòâà Ai, i = 1, 2.
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Òåîðåìà 1.6.1. Êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 åñòü ïà-
ðà ìíîæåñòâ

(A1 + A2, 2LBn
1 (0)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ÃÍÂÀ äëÿ ñóììû

f̃1(x) + f̃2(x)

åñòü ñóììà ÃÍÂÀ ôóíêöèé f̃i(·), i = 1, 2. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà η(x0) ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî êðèâûõ r(x0, α, g) = x0 + αg + o(α), îïðåäåëåííûõ âûøå äëÿ
ôóíêöèè f(·), à òàêæå ïîòðåáóåì, ÷òîáû âäîëü ëþáîé òàêîé êðèâîé r(·) ôóíê-
öèè f̃i(·), i = 1, 2, áûëè ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (0, α0), α0 > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå íå èñêëþ÷àåò îáùíîñòè ðàññìîòðåíèÿ.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ r(·) ∈ η(x0). Òîãäà

α−1
∫ α

0
(∇f̃1(r(x0, τ, g)) +∇f̃2(r(x0, τ, g)))dτ =

= α−1
∫ α

0
∇f̃1(r(x0, τ, g))dτ + α−1

∫ α

0
∇f̃2(r(x0, τ, g))dτ.

Ïóñòü ïåðâûé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ïðè α → +0 ê v1(g), à âòîðîé − ê v2(g).

Ïîñêîëüêó âåêòîðû v1(g) è v2(g) íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, òî ëþáîé âåêòîð
w , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó

(w, g) ≤ (v1(g), g) + (v2(g), g),

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ âåêòîðîâ w1 è w2, êàæäûé èç êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(w1, g) ≤ (v1(g), g), (w2, g) ≤ (v2(g), g),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
A ⊂ A1 + A2.
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Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
A ⊃ A1 + A2

î÷åâèäíî. Èç äâóõ íàïèñàííûõ âûøå âêëþ÷åíèé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Ñëåäñòâèå 1.6.1. Êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ ðàçíîñòè äâóõ ëèïøèöåâûõ
äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèé f1(·) è f2(·) ñ êîíñòàíòîé Ëèï-
øèöà L ðàâåí (A1 + LBn

1 (0), LBn
1 (0) − A2), ãäå Ai, i = 1, 2, îïðåäåëåíû âûøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1. Êâàçèäèôôåðåíöèàëû ÃÍ-
ÂÀ ôóíêöèé f1(·) è −f2(·) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî (A1, LBn

1 (0)), (LBn
1 (0),−A2).

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ. 4

1.6.2 Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé fi : Rn → R, i = 1, 2 :

f(x) = f1(x)f2(x) ∀x ∈ Rn.

Ïåðâîíà÷àëüíî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè fi(·), i = 1, 2 −ëèïøèöåâû ñ êîí-
ñòàíòîé L, äèôôåðåíöèðóåìûå ïî íàïðàâëåíèÿì, à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Áóäóò ðàññìîòðåíû òàêæå è äðóãèå ñëó÷àè.

Ââåäåì ôóíêöèè

f̃i(x) = fi(x) + L ‖ x− x0 ‖, i = 1, 2,

è îáîçíà÷èì èõ ÃÍÂÀ â òî÷êå x0 ÷åðåç hi : Rn → R, i = 1, 2, ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(·) ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñ
êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L1(ε) = L(f1(x0) + f2(x0)) + Lε, ãäå ε − ïðîèçâîëüíîå
ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò ðàçìåðà îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ïðè
óìåíüøåíèè äèàìåòðà îêðåñòíîñòè x0 ê íóëþ ε òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî
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ñëåäóåò èç îöåíêè íîðìû ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êàõ, ãäå îáå ôóíêöèè
fi(·), i = 1, 2 äèôôåðåíöèðóåìû. Èìååì

‖ ∇f(x) ‖=‖ ∇f1(x)f2(x) + f1(x)∇f2(x) ‖≤

≤‖ ∇f1(x)f2(x) ‖ + ‖ f1(x)∇f2(x) ‖≤ L(f1(x) + f2(x)).

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåì àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè f(·) â ïðîèçâîëüíî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî ìîæíî ïîëîæèòü ε = 0 è â êà÷åñòâå êîíñòàíòû âçÿòü
L1 = L(f1(x0) + f2(x0)).

Òåîðåìà 1.6.2. ÃÍÂÀ â òî÷êå x0 ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ëèïøèöåâûõ äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ïî íàïðàâëåíèÿì, ïîëîæèòåëüíûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíê-
öèé fi(·), i = 1, 2, ðàâíà

h1(g)f2(x0) + h2(g)f1(x0) ∀g ∈ Rn, (1.46)

ãäå hi(·), i = 1, 2, åñòü ÃÍÂÀ â òî÷êå x0 ôóíêöèé

f̃i(x) = fi(x) + L ‖ x− x0 ‖, i = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ÃÍÂÀ ôóíêöèè

f̃(x) = f(x) + L1 ‖ x− x0 ‖= f(x) + L(f1(x0) + f2(x0)) ‖ x− x0 ‖ i = 1, 2.

Ïðîäåëàåì íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èìååì

f(x) = (f̃1(x)− L ‖ x− x0 ‖)(f̃2(x)− L ‖ x− x0 ‖) =

= f̃1(x)f̃2(x)− f̃1(x)L ‖ x− x0 ‖ −f̃2(x)L ‖ x− x0 ‖ +L2 ‖ x− x0 ‖2 .

Îòñþäà è èç òåîðåìû 1 è ëåììû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÃÍÂÀ
ôóíêöèè f̃(x) = f(x) + L1 ‖ x − x0 ‖ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ÃÍÂÀ äëÿ
ϕ(x) = f̃1(x)f̃2(x), ïîñêîëüêó ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèè

(f̃1(x)− f̃1(x0))L ‖ x− x0 ‖ +(f̃2(x)− f̃2(x0))L ‖ x− x0 ‖ +L2 ‖ x− x0 ‖2
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åñòü ôóíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ r(x0, ·, g) ∈ η(x0) äëÿ ëþáîãî g ∈ Rn,

âäîëü êîòîðîãî îáå ôóíêöèè f̃i(·), i = 1, 2, ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå
(0, α0), α0 > 0. Äëÿ òàêîé êðèâîé èìååì

α−1
∫ α

0
∇ϕ(r(x0, τ, g))dτ = α−1

∫ α

0
∇f̃1(r(x0, τ, g))f̃2(r(x0, τ, g))dτ+

+α−1
∫ α

0
∇f̃2(r(x0, τ, g))f̃1(r(x0, τ, g))dτ.

Ïóñòü
lim

α→+0
α−1

∫ α

0
∇f̃1(r(x0, τ, g))dτ = v1(g),

lim
α→+0

α−1
∫ α

0
∇f̃2(r(x0, τ, g))dτ = v2(g).

Òîãäà
lim

α→+0
α−1

∫ α

0
∇f̃(r(x0, τ, g))dτ = v1(g)f̃2(x0) + v2(g)f̃1(x0).

×èñëà fi(x0), i = 1, 2, - ïîëîæèòåëüíû ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ïîýòîìó çíàêè äëÿ
âåêòîðîâ v1f̃2(x0) è v2f̃1(x0) â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâ ∂hi(0), i = 1, 2, ñîõðàíÿ-
þòñÿ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñóáäèôôåðåíöèàë â íóëå ÃÍÂÀ ôóíêöèè ϕ(·) åñòü ìíîæå-
ñòâî

A = {w ∈ Rn | (w, g) ≤ f̃2(x0)v1(g) + f̃1(x0)v2(g) ∀g ∈ Rn}
Ïîñêîëüêó âåêòîðû v1(g) è v2(g) íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, òî âåêòîð w ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû âåêòîðîâ w1 è w2 èç ìíîæåñòâ A1 è A2 ñîîòâåòñòâåí-
íî, ãäå

A1 = {w1 ∈ Rn | (w1, g) ≤ f̃2(x0)v1(g) g ∈ Rn}
è

A2 = {w2 ∈ Rn | (w2, g) ≤ f̃1(x0)v2(g) g ∈ Rn}.
Îòñþäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

A ⊂ A1 + A2.
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Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

A = A1 + A2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèè ϕ(·) â òî÷êå x0 åñòü ôóíêöèÿ

h1(g)f̃2(x0) + h2(g)f̃1(x0), ∀g ∈ Rn.

Ïîñêîëüêó f̃i(x0) = fi(x0), i = 1, 2, òî ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̃(·) â òî÷êå x0 åñòü

h1(g)f2(x0) + h2(g)f1(x0) ∀g ∈ Rn.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Ñëåäñòâèå 1.6.2. Åñëè f1(x0)f2(x0) ≤ 0, òî êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ äëÿ
f(·) = f1(·)f2(·) â òî÷êå x0 ðàâåí

(L1B
n
1 (0),−∂h(0)),

ãäå L1 = L(| f1(x0) | + | f2(x0) |), ∂h(0)− ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè h(·) â
íóëå, h(·) − ÃÍÂÀ ôóíêöèè ϕ(·) =| f̃1(·) || f̃2(·) | â òî÷êå x0.

Çàìå÷àíèå 1.6.1. Ëåãêî âèäíî, ÷òî ôîðìóëà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1.6.2
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëîé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíê-
öèé.

1.6.3 Îáùàÿ òåîðåìà äëÿ ãëàäêîé êîìáèíàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïîëó÷åíà áîëåå îáùàÿ ôîðìóëà íàõîæäåíèÿ ÃÍÂÀ
äëÿ ãëàäêîé êîìáèíàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.6.3. Ïóñòü fi : Rn → R, i ∈ 1 : n, − ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé
L, äèôôåðåíöèðóåìûå ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè, à hi(·)− ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèè
f̃i(x) = fi(x)+L ‖ x−x0 ‖, i ∈ 1 : k. Ïóñòü òàêæå F (q1, q2, ..., qk) : Rk → R −
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ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ qi, i ∈ 1 : k. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi ≥ 0, ãäå qi0 = fi(x0), i ∈ 1 : k. Òîãäà êâàçèäèôôå-
ðåíöèàë ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèè

f(x) = F (f1(x), f2(x), ..., fk(x))

â òî÷êå x0 åñòü ïàðà ìíîæåñòâ (A,B), ãäå A,B ⊂ Rn :

A = ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1∂h1(0) + ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q2∂h2(0) + ...

... + ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qk∂hk(0),

B = L2B
k
1 (0), L2 = (

∑

i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi)L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå ôóíêöèè fi(·), i ∈ 1 : k, ëèïøèöåâû ñ
êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L, òî ôóíêöèÿ f(·) ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà

L2 = (
∑

i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi)L,

÷òî ñëåäóåò èç âèäà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f̃(x) = f(x) + L2 ‖ x− x0 ‖ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(·)− ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̃(·). Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî ∂h(0)

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ v ∈ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

(v, g) ≤ (w(g), g) + L2 ∀g ∈ Rn,

w(g) = lim
α→+0

α−1
∫ α

0
∇f̃(r(x0, τ, g))dτ = lim

α→+0
α−1

∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ + L2g =

lim
α→+0

α−1
∫ α

0

∑
i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi∇fi(r(x0, τ, g))dτ + L2g =

∑
i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qiwi(g) +
∑

i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi Lg =
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∑
i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi (wi(g) + Lg), (1.47)

ãäå
wi(g) = lim

α→+0
α−1

∫ α

0
∇fi(r(x0, τ, g))dτ.

Ïî îïðåäåëåíèþ

∂hi(0) = {vi ∈ Rn | (vi, g) ≤ (wi(g), g) + L ∀g ∈ Rn}.

Îòñþäà è èç (1.47) ñëåäóåò, ÷òî

∂h(0) =
∑

i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi∂hi(0)

èëè
h(g) =

∑
i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qihi(g) ∀g ∈ Rn.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Çàìå÷àíèå 1.6.2. Ïðåäïîëîæåíèå íàñ÷åò ïîëîæèòåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi, i ∈ 1 : k,

íåñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî âûíåñòè çíàê çà çíàê ïðîèçâåäåíèÿ

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qihi(g).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1 < 0,

à âñå îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå ïîëîæèòåëüíûå, òî êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ
ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 ñîñòîèò èç äâóõ ìíîæåñòâ

∂h(0) =
∑
i≥2

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi∂hi(0)− ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1LBn
1 (0)

è
−

∑

i≥2

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qiLBn
1 (0) + ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1∂h1(0).
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Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f̃(·) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

∂f̃(x)/∂g =
∑

i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi(∂fi(x)/∂g) + L2 ‖ g ‖ .

Çàìåíèâ L2 íà
∑
i≥2

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qiL− ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1L,

ïîëó÷èì
∂f̃(x)/∂g =

∑
i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi(∂fi(x)/∂g)+

+
∑

i≥2

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qiL ‖ g ‖ −∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1L ‖ g ‖ .

Ðàçäåëèì âñå ñëàãàåìûå íà äâå ãðóïïû: ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Â èòîãå èìååì

∂f̃(x)/∂g =
∑
i≥2

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi(∂fi(x)/∂g)+

+
∑
i≥2

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qiL ‖ g ‖ +(−∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1L ‖ g ‖)−

−(−∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1(∂f1(x)/∂g)).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ ôóíêöèè f(·), íàäî ïðè-
áàâèòü ê íàïèñàííîìó âûøå âûðàæåíèþ ñëåäóþùåå çíà÷åíèå

−
∑
i≥2

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qiL ‖ g ‖ +∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1L ‖ g ‖ .

Ãðóïïèðóÿ îïÿòü ñëàãàåìûå ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ f(·) àïïðîêñèìèðóåòñÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0 ôóíêöèåé

max
v∈∑

i≥2 ∂F (q10,q20,...,qk0)/∂qi∂hi(0)−∂F (q10,q20,...,qk0)/∂q1LBn
1 (0)

(v, g)−

max
v∈∑

i≥2 ∂F (q10,q20,...,qk0)/∂qiLBn
1 (0)−∂F (q10,q20,...,qk0)/∂q1∂h1(0)

(v, g).
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà À [19]

max
v∈A

(v, g) = − min
v∈−A

(v, g),

ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ çàìå÷àíèÿ.

1.6.4 Íåãëàäêèå îïåðàöèè òèïà max è min

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåãëàäêèå îïåðàöèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèïøèöåâûõ ôóíê-
öèé. Ïóñòü

f(x) = max(f1(x), f2(x), ..., fm(x)),m > 0,

ãäå fi(·) : Rn → R, i ∈ 1 : m,− ëèïøèöåâûå ôóíêöèè (íå îáÿçàòåëüíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûå ïî íàïðàâëåíèÿì) ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L. Î÷åâèäíî, ÷òî
ôóíêöèÿ f(·) òàêæå ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L.

Çàìåíèì ôóíêöèþ f(·) íà f̃(x) = f(x) + L ‖ x− x0 ‖ . Ñîãëàñíî ïðàâèëàì
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [56] èìååì

(∇f̃(x), g) = max
i∈R(x)

(∇fi(x), g) + L(x− x0, g)/ ‖ x− x0 ‖ ∀g ∈ Sn−1
1 (0),

äëÿ òî÷åê x , ãäå âñå ôóíêöèè f̃(x), fi(x), i ∈ 1 : m, äèôôåðåíöèðóåìûå,

R(x0) = {i ∈ 1 : m | f(x0) = fi(x0)}.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ r(x0, ·, g) ∈ η(x0), âäîëü êîòîðîé ôóíêöèè

f̃(x), fi(x), i ∈ 1 : m, äèôôåðåíöèðóåìû ÏÂ.

Ëåììà 1.6.1. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}, αk →k +0 , äëÿ êîòîðîé
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

v(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f̃(r(x0, τ, g))dτ,

âåðíî ðàâåíñòâî

(v(g), g) = max
i∈R(x0)

lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
(∇fi(r(x0, τ, g)), g)dτ + L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå R(·) : Rn →
N+ ñ îáðàçàìè R(x) â òî÷êå x ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó [19],ò.å. R(r(x0, τ, g)) ⊂
R(x0) äëÿ ìàëûõ τ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

(v(g), g) = lim
αk→0

α−1
k

∫ αk

0
max

i∈R(r(x0,τ,g))
(∇fi(r(x0, τ, g)), g)dτ + L ≤

≤ max
i∈R(x0)

lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
(∇fi(r(x0, τ, g)), g)dτ + L (1.48)

Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ëåãêî âèäíî, ÷òî

(v(g), g) = lim
k

α−1
k

∫ αk

0
(∇f̃(r(x0, τ, g)), g(τ))dτ,

ãäå g(τ) = g + o′(τ), ÷òî åñòü èíòåãðèðîâàíèå âäîëü êðèâîé r(x0, ·, g). Ïîýòîìó

(v(g), g) = lim
αk→k+0

α−1
k (f̃(r(x0, αk, g))− f̃(x0)) =

= lim
αk→k+0

α−1
k (max

i∈1:n
fi(r(x0, αk, g))− max

i∈R(x0)
fi(x0)) + L ≥

≥ lim
αk→k+0

α−1
k ( max

i∈R(x0)
fi(r(x0, αk, g))− max

i∈R(x0)
fi(x0)) + L =

= max
i∈R(x0)

lim
αk→k+0

α−1
k (fi(r(x0, αk, g))− fi(x0)) + L =

= max
i∈R(x0)

lim
αk→k+0

α−1
k

∫ αk

0
(∇fi(r(x0, τ, g)), g)dτ + L. (1.49)

Èç (1.48) è (1.49) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.4
Ñóáäèôôåðåíöèàë â íà÷àëå êîîðäèíàò ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̃(·) åñòü ìíîæåñòâî

∂h(0) = {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v(g), g) ∀g ∈ Sn−1
1 (0)},

à ñóáäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̃i(x) = fi(x)+L ‖ x−x0 ‖ åñòü ìíîæåñòâî

∂hi(0) = {v ∈ Rn | (v, g) ≤ lim
α→+0

α−1
∫ α

0
(∇fi(r(x0, τ, g)), g)dτ+L ∀g ∈ Sn−1

1 (0)}.

Îòñþäà è èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.6.1 ñëåäóåò, ÷òî

∂h(0) =
⋃

i∈R(x0)

∂hi(0),
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÷òî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

h(g) = max
i∈R(x0)

hi(g) ∀g ∈ Rn.

Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6.4. Äëÿ ôóíêöèè

f(x) = max(f1(x), f2(x), ..., fm(x)), m > 0,

êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ â òî÷êå x0 ñîñòîèò èç äâóõ ìíîæåñòâ

∂h(0) =
⋃

i∈R(x0)

∂hi(0)

è LBn
1 (0), ãäå R(x0) = {i ∈ 1 : m | f(x0) = fi(x0)}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ

f(x) = min
i∈1:I

fi(x),

ãäå fi(·) − ïðîèçâîëüíûå ëèïøèöåâûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(·), hi(·)
ÃÍÂÀ ôóíêöèé f̃(x) = f(x) + L ‖ x − x0 ‖ è f̃i(x) = fi(x) + L ‖ x − x0 ‖
ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1.6.5. Äëÿ ôóíêöèè ìèíèìóìà f(·) êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ â
òî÷êå x0 îáðàçóåòñÿ ïàðîé ìíîæåñòâ (∂h(0), LBn

1 (0)), ãäå ∂h(0)− ñóáäèô-
ôåðåíöèàë â íà÷àëå êîîðäèíàò ôóíêöèè

h(g) = min
i∈Q(x0)

hi(g) ∀g ∈ Rn,

Q(x0) = {i ∈ 1 : I | f(x0) = fi(x0)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(∇f̃(x), g) = min
i∈Q(x)

(∇fi(x), g) + L(x− x0, g)/ ‖ x− x0 ‖ ∀g ∈ Sn−1
1 (0),
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äëÿ ëþáîé òî÷êè x, ãäå ôóíêöèè f(·), fi(·) äèôôåðåíöèðóåìûå.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

v(g) = lim
αk→k+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f̃(r(x0, τ, g))dτ, g ∈ Sn−1

1 (0).

Ñóáäèôôåðåíöèàë â íà÷àëå êîîðäèíàò ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̃(·) åñòü ìíîæåñòâî

∂h(0) = {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v(g), g) ∀g ∈ Sn−1
1 (0)}. (1.50)

Àíàëîãè÷íî ëåììå 1.6.1 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

(v(g), g) = min
i∈Q(x0)

lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
(∇fi(r(x0, τ, g)), g)dτ + L.

Îòñþäà è èç (1.50)

h(g) = max
v∈∂h(0)

(v, g) = min
i∈Q(x0)

hi(g) ∀g ∈ Rn.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

1.7 Îáîáùåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ âû-
ïóêëîçíà÷íûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé

Öåëüþ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé áóäåò ïîñòðîåíèå îáîáùåííûõ ìàòðèö äëÿ
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé. Èç ââåäåííûõ ðàíåå ïîñòðîåíèé ÿñíî, ÷òî äëÿ ýòîé öåëè
íàäî èçó÷àòü ëèïøèöåâûå ÌÎ. Ñëåäóþùèé øàã, êîòîðûé íàäî ñäåëàòü,− ýòî
ââåñòè ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ.

Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ pG(x, q) ëèïøèöåâîãî ÌÎ G(·) èìååò
ÏÂ ìàòðèöó âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ p′′xq(·, ·) ïî ïåðåìåííûì x è q, ãäå
x − ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà, q − îïîðíûé âåêòîð ê ÌÎ G(·) â òî÷êå x. Íîðìà
ìàòðèöû p′′xq(·, ·) îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé Ëèïøèöà ÌÎ G(·).

Èíòåðåñåí ôàêò, ÷òî ðåçóëüòàòû äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ ñ âûïóêëûìè îá-
ðàçàìè ïîâòîðÿþò ðåçóëüòàòû äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ÷òî è åñòåñòâåííî,
ïîñêîëüêó ÌÎ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íûõ ôóíêöèé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2R
m− ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ m- ìåðíîãî

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rm.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ëèïøèöåâîå ñ êîíñòàíòîé L ÌÎ ñ âûïóêëûìè
êîìïàêòíûìè îáðàçàìè G : Rn → 2R

m, ò.å. äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn

ρH(G(x1), G(x2)) ≤ L ‖ x1 − x2 ‖,

ãäå ρH − ìåòðèêà Õàóñäîðôà:

ρH(G(x1), G(x2)) = max{ max
v1∈G(x1)

min
v2∈G(x2)

‖ v1 − v2 ‖, max
v2∈G(x2)

min
v1∈G(x1)

‖ v1 − v2 ‖}.

Îïðåäåëèì îïîðíóþ ôóíêöèþ pG(x, g) : Rn × Rm → R ÌÎ G(·) :

pG(x, q) = max
v∈G(x)

(v, q).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ pG(·, ·) − ëèïøèöåâà ïî x ïðè ôèêñèðîâàííîì q ∈
Sm−1

1 (0) = {z ∈ Rm |‖ z ‖= 1}. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn

| pG(x1, q)− pG(x2, q) |≤ ρH(G(x1), G(X2)) ≤ L ‖ x1 − x2 ‖ ∀q ∈ Sm−1
1 (0).

Ôóíêöèÿ pG(·, ·) âûïóêëàÿ ïî q ïðè ôèêñèðîâàííîì x. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå
q1, q2 ∈ Rm. Ïóñòü

pG(x, q1) = (v1, q1), pG(x, q2) = (v2, q2),

ãäå v1, v2 ∈ G(x). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî pG(x, q1) <

pG(x, q2). Òîãäà

pG(x, q2)−pG(x, q1) = (v2, q2)− (v1, q1) = (v2− v1, q1)+ (v2, q2)− (v2, q1). (1.51)

Ëåãêî âèäíî, ÷òî (v2 − v1, q1) ≤ 0. Èç (1.51) èìååì

| pG(x, q1)− pG(x, q2) |≤ (v2, q2)− (v1, q1) ≤ L1(x) ‖ q2 − q1 ‖,

ãäå
L1(x) = max

v∈G(x)
‖ v ‖ .
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ pG(·, ·) ëèïøèöåâà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ íà ïðî-
èçâîëüíîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå D×Bm

1 (0) ⊂ Rn×Rm. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ëþáûõ ïàð (x1, q1), (x2, q2) ∈ D ×Bm

1 (0) èìååì

| pG(x, q1)− pG(x, q2) |=| pG(x2, q2)− pG(x1, q2) + pG(x1, g2)− pG(x1, g1) |

≤ L ‖ x1 − x2 ‖ +L1(x) ‖ q1 − q2 ‖≤ L2 ‖ z1 − z2 ‖,
ãäå L2 = maxx∈D(L,L1(x)), zi = (xi, qi), i = 1, 2, Bm

1 (0) = {z ∈ Rm‖ ‖ z ‖≤ 1}.
Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ óêàæåì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ pG(·, ·) ëèïøèöåâà ïî

x ∈ Rn ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L, íåçàâèñÿùåé îò q ∈ Bm
1 (0), òî îòîáðàæåíèå

G(·) ëèïøèöåâî ïî x ñ òîé æå êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ôóíêöèè

ψ1(x) = pG(x, q1), ψ2(q) = pG(x1, q),

ãäå q1, x1− íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ. Ôóíêöèè ψ1(·) è
ψ2(·) ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìûå íà ìíîæåñòâå Rn è Bm

1 (0) ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
ñêîëüêó x è q íåçàâèñèìû, òî ìíîæåñòâî, ãäå ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ψ′1(x)

è ψ′2(q) îäíîâðåìåííî, âñþäó ïëîòíî íà Rn ×Bm
1 (0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℵ ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn × Rm, ãäå ñóùåñòâóþò îäíîâðå-
ìåííî ïðîèçâîäíûå ïî x è ïî q îïîðíîé ôóíêöèè p(·, ·). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî
ìíîæåñòâî íå ïóñòî, ïëîòíî â Rn × Rm è èìååò ïîëíóþ ìåðó.

Äàäèì äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîòû ìíîæåñòâà ïàð (x, q) â äåêàðòîâîì ïðîèçâå-
äåíèè ïðîñòðàíñòâ Rn×Rm, ãäå ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
x, q ó îïîðíîé ôóíêöèè p(·, ·) ëèïøèöåâîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ G(·).

Ðàññìîòðèì êóá A ñ åäèíè÷íîé ñòîðîíîé â ïðîñòðàíñòâå Rn × Rm. Ïóñòü
íàø êóá A ðàâåí äåêàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ êóáîâ A1×A2, ãäå A1, A2− êóáû
â ïðîñòðàíñòâàõ Rn è Rm ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ A1 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê (x, q) ∈
A, ãäå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ p′q(x, q), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç M1. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Ôóáèíè î ìåðå ìíîæåñòâà â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ
ìíîæåñòâî M1 ïîëíîé ìåðû â êóáå A.
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Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî q ∈ A2 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê (x, q) ∈ A,
ãäå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ p′x(x, q), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç M2. Ñîãëàñíî
òåîðåìå Ôóáèíè î ìåðå ìíîæåñòâà â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ
ìíîæåñòâî M2 ïîëíîé ìåðû â êóáå A.

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ M3 = M1 ∩ M2 åñòü îïÿòü ìíîæåñòâî ïîëíîé ìå-
ðû â êóáå A. Ìíîæåñòâî M3 ñîñòîèò èç òî÷åê (x, q), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå p′x(x, q) è p′q(x, q). Íà ýòîì ìíîæåñòâå îïîðíàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (v(x, q), q), ãäå v(x, q)− êðàéíÿÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà G(x) ñ íîðìàëüþ q ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà G(x). ×àñòíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ ïî q îïîðíîé ôóíêöèè p(x, q) â òî÷êàõ (x, q) èç ìíîæåñòâà M3 åñòü âåêòîð
v(x, q). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð v(x, q) îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Âû÷èñëåíèå íà M3 ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x

îïîðíîé ôóíêöèè p(x, q) ïîñëå òîãî, êàê âû÷èñëèëè ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
q (à ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x ïåðåìåííàÿ q ôèêñèðóåòñÿ),
ðàâíîñèëüíà âû÷èñëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x âåêòîð-ôóíêöèè v(x, q).
Ïðîèçâîäíàÿ ïî x âåêòîð-ôóíêöèè v(x, q) åñòü âòîðàÿ ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
p′′xq(x, q) îïîðíîé ôóíêöèè p(·, ·) â òî÷êå (x, q) ∈ M3. Íî ìíîæåñòâî M3 ïîë-
íîé ìåðû, îòêóäà è ñëåäóåò ÏÂ ñóùåñòâîâàíèå âòîðîé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé
p′′xq(x, q) ó îïîðíîé ôóíêöèè p(·, ·), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó (x̄, q̄) ∈ ℵ. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíê-
öèè p(·, ·) ïî q â òî÷êå q̄ îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî R(x̄, q̄) = arg{v ∈ G(x̄) |
pG(x̄, q̄) = (v, q̄)} ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà v(x̄) ∈ ΓG(x̄), ãäå ΓG(x̄) −
ãðàíèöà ìíîæåñòâà G(x).

Îïðåäåëèì ÌÎ V (x, q) : Rn×m −→ 2R
m

, êîòîðîå ñòàâèò òî÷êàì x è q ìíî-
æåñòâî R(x, q).

Ëåììà 1.7.1. ÌÎ V (·, ·) Ï.ÑÂ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk, qk), xk →
x, qk → q ïðè k →∞. Ïîêàæåì, ÷òî

lim
k→∞

R(xk, qk) ⊂ R(x, q).
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Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ëþáûå âåêòîðû vk ∈ R(xk, qk), k = 1, 2, ..., äëÿ êîòîðûõ
ïî îïðåäåëåíèþ (vk, qk) = pG(xk, qk). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî k, ïîëó÷èì, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ïðåäåëüíîãî âåêòîðà v = limk vk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (v, q) =

pG(x, q). Òàê êàê v ∈ G(x), òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî v ∈ R(x, q),

ò.å. Ï.ÑÂ ÌÎ V (·, ·) äîêàçàíà. Ëåììà äîêàçàíà. 4
Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ v(·) : Rn → Rm ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå x ∈ Rn ïîñòàâèì âåêòîð v(x) ∈ R(x, q̄). Â êà÷åñòâå x âîçüìåì
x̄+4x èç íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x̄. Òàê êàê R(x̄, q̄) äëÿ (x̄, q̄) ∈ ℵ
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà, òî âåêòîð-ôóíêöèÿ v(·) íåïðåðûâíà â òî÷êå
x̄ ñîãëàñíî ëåììå 1.7.1. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

pG(x̄ +4x, q̄)− pG(x̄, q̄) = (v(x̄ +4x), q̄)− (v(x̄), q̄).

Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè âåêòîð - ôóíêöèè v(·) â òî÷êå x̄ ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ìàòðèöà A[m,n], ÷òî

v(x̄+4x)−v(x̄) = A4x+ o(4x), pG(x̄+4x, q̄)−pG(x̄, q̄) = (A4x, q̄)+ ō(4x),

ãäå ‖ o(4x) ‖ / ‖ 4x ‖−→ 0 è ‖ ō(4x) ‖ / ‖ 4x ‖−→ 0 ïðè ‖ 4x ‖→ 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A = p′′xq(x̄, q̄). Èòàê, äîêàçàíà òåîðåìà [57].

Òåîðåìà 1.7.1. Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ pG(·, ·) ëèïøèöåâîãî ÌÎ G(·) íà ìíîæå-
ñòâå Rn ×Bm

1 (0) èìååò ÏÂ âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ p′′xq.

Çàìå÷àíèå 1.7.1. Òåîðåìà 1.7.1 âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèïøèöåâîãî ÌÎ
G(·). Åñëè G(·) ≡ f(·), ãäå f(·) − ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðè-
õîäèì ê õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìå Ðàäåìàõåðà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ëèïøè-
öåâà ôóíêöèÿ ÏÂ â Rn äèôôåðåíöèðóåìà.

Çàìå÷àíèå 1.7.2. Â ñòàòüå [46] ïðèâîäèòñÿ "ïðèìåð" ÌÎ, äëÿ êîòîðîãî
îïîðíàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò ÏÂ ìàòðèöó âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ.
Îøèáêà ïðèìåðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
â òî÷êå ïî îäíîé ïåðåìåííîé àâòîð òðåáóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè
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â öåëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ïî äðóãîé ïåðåìåííîé, ÷òî íåâåðíî. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ôóíêöèè z(·, ·) : R2 → R, z(x, y) = h(xy), ãäå h(·) : R → R ïî÷òè
âñþäó èìååò ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå íà R, óòâåðæäåíèå àâòîðà íå
âûïîëíÿåòñÿ èç-çà ñâîéñòâ ôóíêöèè h(·).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

M(x, q) = co {A ∈ Rm×n | ∃{(ξk, qk)} ∈ ℵ : A = lim
k→∞

p′′xq(ξk, qk), (ξk, qk) → (x, q)}

è
M(x) = co ∪q∈Sm−1

1 (0) M(x, q). (1.52)

Äîêàæåì, ÷òî M(x)− êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ìàòðèö â ïðîñòðàíñòâå Rm×n.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ̃(x, g, q) = lim
α → +0

θ → q

u → 0

| pG(x + u + αg, θ)− pG(x + u, θ)

α
| .

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x̄, θ̄) ∈ ℵ. Òîãäà áóäåì èìåòü

ψ̃(x, g, q) ≥ limθ→qlimα→+0 | pG(x̄ + αg, θ)− pG(x̄, θ)

α
|≥

≥ lim
θ→q

| (A(x̄, θ̄)g, θ) |=| (A(x̄, θ̄)g, q) |, (1.53)

ãäå A(x̄, θ̄)− ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà, ðàâíàÿ ìàòðèöå âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-
íûõ ôóíêöèè pG(·, ·) â òî÷êå (x̄, θ̄) ∈ ℵ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

ψ̃(x, g, q) ≤ L ‖ g ‖‖ q ‖ . (1.54)

Èç (1.53) è (1.54) áóäåì èìåòü ‖ A(x̄, θ̄) ‖≤ L. Ïîñêîëüêó (x̄, θ̄)− ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà ìíîæåñòâà ℵ, òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà òàêæå óäîâëåòâîðÿåò àíàëî-
ãè÷íîìó íåðàâåíñòâó. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà M(x, q)

ó÷àñòâóåò ïðåäåë è îáúåäèíåíèå â (1.52) áåðåòñÿ ïî êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó
Sm−1

1 (0), òî M(x)− çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Èç çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè
ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [29].



� 104 �

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, M(x)−âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â
ïðîñòðàíñòâå Rm×n.

Ñëåäñòâèå 1.7.1. Èç ñêàçàííîãî âûøå è òåîðåìû 1.7.1 ñëåäóåò, ÷òî îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ pG(·, ·) èìååò ÏÂ â Rn × Bm

1 (0) âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ
p′′xq(·, ·) è ‖ p′′xq(·, ·) ‖≤ L.

Ââåäåì ôóíêöèþ

ψ(x, g, q) = lim
α → +0

4g → 0

u → 0

pG(x + u + αg, q +4q)− pG(x + u, q +4q)

α
. (1.55)

Òåîðåìà 1.7.2. Âåðíî ðàâåíñòâî

ψ(x, g, q) = max
A∈M(x)

(Ag, q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå íåðàâåíñòâî

ψ(x, g, q) ≥ max
A∈M(x)

(Ag, q). (1.56)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A0 èç ìíîæåñòâà M(x) è òó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê ξk = x + uk, µk = q + 4qk, uk → 0,4qk → 0, (ξk, µk) ∈ ℵ, ãäå
k = 1, 2, ..., äëÿ êîòîðûõ p′′xq(ξk, µk) = Ak → A0 ïðè k →∞. Òîãäà

ψ(x, g, q) ≥ lim

4qk → 0

uk → 0

lim
α→+0

pG(x + uk + αg, q +4qk)− pG(x + uk, q +4qk)

α
=

= lim

4qk → 0

uk → 0

(Akg, q +4qk) = (A0g, q).

Òàê êàê A0−ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ìíîæåñòâà M(x), òî íåðàâåíñòâî (1.56)
äîêàçàíî.
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Äîêàæåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

ψ(x, g, q) ≤ max
A∈M(x)

(Ag, q). (1.57)

Ïóñòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ξk = x+uk, µk = q +4qk, αk, αk →k +0, uk → 0,

äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî â (1.55). Èç òåîðèè ìåðû [81] ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
òàêèå âåêòîð-ôóíêöèè o1k(·) è o2k(·), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè íà îòðåçêå [0, α0], α0 > 0, è oik(α)/α → 0 ïðè α → +0, i = 1, 2,

ðàâíîìåðíî ïî k, äëÿ êîòîðûõ ÏÂ íà îòðåçêå [0, α0] ñóùåñòâóþò ìàòðèöû âòî-
ðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ p′′xq(ξk(α), µk(α)), ãäå

ξk(α) = x + uk + αg + o1k(α), µk(α) = q +4qk + o2k(α) ∀α ∈ [0, α0].

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé oik(·), i = 1, 2, è ëèïøèöåâîñòè îïîðíîé ôóíêöèè pG(·, ·)
èìååì

ψ(x, g, q) =

= lim
αk → +0

4qk → 0

uk → 0

pG(x + uk + αkg + o1k(αk), q +4qk + o2k(αk))− pG(x + uk, q +4qk)

αk

. (1.58)

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

pG(x + uk + αkg + o1k(αk), q +4qk + o2k(αk))− pG(x + uk, q +4qk) =

=

∫ αk

0
(p′′xq(ξk(τ), µk(τ))ξ′k(τ), µk(τ))dτ + o(αk), (1.59)

ãäå ìàòðèöû p′′xq(ξ(α), µ(α)) âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êàõ íà êðèâûõ

ξk(α) = x + uk + αg + o1k(α), µk(α) = q +4qk + o2k(α),

ãäe îíè ñóùåñòâóþò. Èç (1.59) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

pG(ξk(αk), µk(αk))− pG(x + uk, q +4qk) ≤

≤ αk sup
τ∈(0,α0k)

(p′′xq(ξk(τ), µk(τ))ξ′k(τ), µk(τ)) + o(αk). (1.60)
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Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîñòè ñòðåìëåíèÿ ïî k ïðåäåëà o1k(α)/α → 0

ïðè α → +0, èìååì ξ′k(τ) → g ïðè τ → +0 ðàâíîìåðíî ïî k →∞. Èç (1.56) è
(1.60) ïîëó÷èì

ψ(x, g, q) ≤ max
A∈M(x)

(Ag, q).

Èòàê, íåðàâåíñòâî (1.57) äîêàçàíî. Èç (1.56) è 1.57) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåî-
ðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Ðàññìîòðèì ÌÎ Ξ(·) : Rn −→ 2R
m

, êîòîðîå ñòàâèò êàæäîé òî÷êå x ìíîæå-
ñòâî ìàòðèö M(x).

Òåîðåìà 1.7.3. ÌÎ Ξ(·) Ï.ÑÂ â ëþáîé òî÷êå x ∈ Rn, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ‖ h ‖< δ(ε) èìååò ìåñòî âêëþ÷å-
íèå

Ξ(x + h) ⊂ Ξ(x) + εBm×n
1 (0),

ãäå
Bm×n

1 (0) = {C[m× n] |‖ C ‖≤ 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {δk}, δk → +0, ïðè k → ∞, òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
hk, ‖ hk ‖≤ δk èìååì

M(x + hk) 6⊂ M(x) + εBm×n
1 (0) ∀k.

Âîçüìåì Mk ∈ M(x + hk) òàêèå, ÷òî

Mk /∈ M(x) + εBm×n
1 (0).

Òàê êàê ‖ Mk ‖≤ L äëÿ âñåõ k, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Mk} ìîæíî âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Mk → M0. Î÷åâèäíî,
÷òî

M0 /∈ M(x) + ε1B
m×n
1 (0) (1.61)
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äëÿ âñåõ ε1 < ε. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Mk ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{p′′xq(ξkm, µkm)}, (ξkm, µkm) ∈ ℵ,

(ξkm, µkm) −→m (x + hk, g +4gk)

ïðè m →∞, òàêàÿ, ÷òî

p′′xq(ξkm, µkm) −→m Mk

ïðè m →∞.

Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξkm, µkm), k, m = 1, 2, 3, ..., ìîæíî âûáðàòü Ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξs, µs), (ξs, µs) → (x, q) ïðè s → ∞, äëÿ êîòîðîé
p′′xq(ξs, µs) →s M0. Íî èç ïîñëåäíåãî ñëåäóåò âêëþ÷åíèå M0 ∈ M(x), ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò (1.61). Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ox(‖ 4x ‖),
ox(‖ 4x ‖)/ ‖ 4x ‖−→ 0 ïðè ‖ 4x ‖→ 0, äëÿ êîòîðîé âåðíî âêëþ÷åíèå

G(x +4x) ⊂ G(x) + {M4x | M ∈ M(x)}+ ox(‖ 4x ‖). (1.62)

Äàäèì êîíñòðóêòèâíîå ïîñòðîåíèå âåêòîð-ôóíêöèè ox(‖ 4x ‖), äëÿ êîòîðîé
âåðíî âêëþ÷åíèå (1.62).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {εk},
εk → +0 ïðè k →∞, è ïîñòðîèì ôóíêöèþ ε(4x) : Rn → R

ε(4x) = εk+1,

åñëè
εk+1 <‖ 4x ‖< εk.

Èç Ï.ÑÂ ÌÎ Ξ(·) â òî÷êå x ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî εk > 0 ñóùåñòâóåò δk > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ‖ h ‖< δk âåðíî âêëþ÷åíèå

Ξ(x + h) ⊂ Ξ(x) + εkB
m×n
1 (0). (1.63)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk} ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {δk}, ïðè÷åì δk → +0 ïðè k → +∞. Òåïåðü îïðåäåëèì
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âåêòîð-ôóíêöèþ ox(‖ 4x ‖) :

ox(‖ 4x ‖) = ε(4x){B4x | B ∈ Bm×n
1 (0)}.

Èç âêëþ÷åíèÿ (1.63) è íåðàâåíñòâà

limα→+0
pG(x + αg, q)− pG(x, q)

α
≤ max

M∈M(x)+ε(αg)Bm×n
1 (0)

(Mg, q)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ α > 0 è g ∈ Bm×n
1 (0) âåðíî íåðàâåíñòâî

pG(x + αg, q) ≤ pG(x, q) + α max
M∈M(x)+ε(αg)Bm×n

1 (0)
(Mg, q) =

= pG(x, q) + α max
M∈M(x)

(Mg, q) + (ox(‖ αg ‖), q).

Îòñþäà ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå (1.62).
Ìíîæåñòâî ìàòðèö M(x) íàçîâåì ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà ëèïøèöåâîãî

ÌÎ G(·) â òî÷êå x. Î÷åâèäíî, ÷òî M(x) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñóáäèôôåðåí-
öèàëà Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

Ñëåäñòâèå 1.7.2. Èç òåîðåìû (1.7.1), ñëåäñòâèÿ (1.7.1) è ëèïøèöåâîñòè
ÌÎ Dαf(·) (ñì. ïàðàãðàô 4.2 ãëàâû 1) ñëåäóåò, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

pDα
(x, q) = max

v∈Dαf(x)
(v, q)

ÏÂ â ïðîñòðàíñòâå Rn×Rn èìååò âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ p′′xq(·, ·).
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, ãäå pDα

(·, ·) èìååò p′′xq(·, ·) ÷åðåç ℵα. Êðîìå òîãî, äëÿ
ëþáûõ (x, q) ∈ ℵα

‖ p′′xq(x, q) ‖≤ Lα,

ãäå Lα − êîíñòàíòà Ëèïøèöà ÌÎ Dαf(·).
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1.8 Îáîáùåííûå ìàòðèöû äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé

Â ïàðàãðàôå 2.4 áûëî äîêàçàíî, ÷òî Dαf(·)-ëèïøèöåâîå ÌÎ, îòêóäà ñëåäóåò
(ñì. ïàðàãðàô 7), ÷òî âòîðûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå p′′xq(·, ·) ñóùåñòâóþò ÏÂ
â ïðîñòðàíñòâå Rn×Rn. Äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ÌÎ ìàòðèöû M [n×n] = p′′xq(·, ·)
ìîæíî âû÷èñëèòü.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëèïøèöåâîãî ÌÎ Dαf(·) îïîðíàÿ ôóíêöèÿ pG(·, ·) åñòü òàê-
æå ëèïøèöåâà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, òî ïðîöåññ àïïðîêñèìàöèè ìîæíî
ïðîäîëæàòü è ñòðîèòü ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ ÌÎ Dαf(·) - ýòî MO
D2,αf(·) : Rn → 2R

n2

, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè
n×n. (ñì. ïàðàãðàô 1.8.1). Îòîáðàæåíèå D2,αf(·) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è
îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî ïîëó÷èòü íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå îòîáðàæåíèÿ D2,αf(·), ïîñòðîèâ α, δ

- îáîáùåííûå ìàòðèöû (ñì. ïàðàãðàô 1.8.2).
Îïèñàííûé ïðîöåññ àïïðîêñèìàöèé ìîæíî ïðîäîëæàòü äàëåå äî áåñêîíå÷-

íîñòè, ÷òî íàïîìèíàåò ðàçëîæåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â áåñêîíå÷-
íûé ðÿä Òåéëîðà.

1.8.1 Ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ îòîáðàæåíèÿ Dαf(·).

Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå D2,αf(·) : Rn → 2R
n2

ñ îáðàçàìè

D2,αf(x) = co {A[n× n] | ∃{αm}, αm → +0, ∃g, q ∈ Sn−1
1 (0),∃(r1(xm, ·, g), r2m(·, q)) ∈ η2(xm),

xm →m x, A = limm→∞ α−1
m

∫ αm

0

p′′xq(r1(xm, τ, g), r2m(τ, q))dτ},

ãäå η2(xm) åñòü ìíîæåñòâî ïàð (r1(xm, ·, g), r2m
(·, q)) êðèâûõ äëÿ âñåõ g, q ∈ Rn:

r1(xm, α, g) = xm + αg + o1m
(α), r2m

(α, q) = q + O2m
(α).

Âåêòîð-ôóíêöèè o1m
(·), O2m

(·) , m = 1, 2, . . . , íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
ñ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [0, α0], α0 > 0, äëÿ âñåõ m (ñì. ïóíêò
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2 â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà η(x0)) è, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì

lim α→+0 o1m
(α)/α = 0, lim α→+0 O2m

(α) = 0,

ãäå îáîçíà÷åííûå ïðåäåëû ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî m. Ìàòðèöû p′′xq(·, ·)
åñòü ìàòðèöû âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè p(·, ·) ìíîãî-
çíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Dαf(·). Êðîìå òîãî, ìàòðèöû p′′xq(·, ·) ñóùåñòâóþò ï.â.
íà êðèâûõ (r1(xm, ·, g), r2m

(·, q)) äëÿ τ ∈ [0, α0] è âñåõ m.

Ëåììà 1.8.1. Ìíîæåñòâî D2,αf(x0) åñòü âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæå-
ñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ‖p′′xq(r1(·), r2(·))‖ ≤ Lα [57], ãäå Lα − êîñòàíòà
Ëèïøèöà ÌÎ Dαf(·), òî ìíîæåñòâî D2,αf(x0) − îãðàíè÷åííîå.

Ïóñòü (r1(xm, ·, gm), r2m
(·, qm)) ∈ η2(xm) äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

gm, qm ∈ Sn−1
1 (0), m=1,2..., äëÿ êîòîðûõ gm → g ∈ Sn−1

1 (0), qm → q ∈ Sn−1
1 (0),

m →m +∞, αm →m +0 è

limm→∞ α−1
m

∫ αm

0
p′′xq(r1(xm, τ, gm), r2m

(τ, qm))dτ = A0.

Ïîñòðîèì ïàðó êðèâûõ (r1(xm, τ, g), r2m
(τ, q)) ∈ η2(xm), êîòîðûå äëÿ ëþáûõ

m ñîâïàäàþò ñ êðèâûìè r1(xm, ·, gm), r2(·, qm) äëÿ α ∈ [0, α0]. Çàìåíèâ gm

íà g è qm íà q, ìû íåìíîãî èçìåíèì êðèâûå r1(xm, ·, gm), r2(·, qm), à èìåí-
íî: íà âåêòîðû αm(gm − g) = o1(αm) è qm − q = O2(αm) ñîîòâåòñòâåííî. Â
èòîãå, î÷åâèäíî, âñå âåêòîðû êðèâûõ r1(xm, ·, gm), r2(·, qm) åñòü âåêòîðû êðè-
âûõ r1(xm, τ, g),r2(τ, q) ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü èç ìíîæåñòâà
η2(xm).

Êðèâûå r(xm, τ, g), r2(τ, q) áóäóò ñîñòîÿòü èç ÷àñòåé êðèâûõ r1(xm, τ, gm),
r2(τ, qm) äëÿ α ∈ [βm, αm] è êðèâûõ γm ïåðåõîäà îò îäíîé êðèâîé ê ñëåäóþ-
ùåé. Ïðè÷åì ýòîò ïåðåõîä ìîæíî îñóùåñòâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèè
α(gm(α)− g) = o(α) è qm(α) − q = O2(α) óäîâëåòâîðÿëè âñåì òðåáîâàíèÿì äëÿ
ôóíêöèé, ñôîðìóëèðîâàííûì â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà η2(x0), êîãäà α → +0.
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Ïðè ïåðåõîäå îò ïàðû êðèâûõ (r1(xm, τ, gm), r2m
(τ, qm)) ê ïàðå êðèâûõ

(r1(xm, τ, g), r2m
(τ, q)) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà αm íåìíîãî èçìåíèòñÿ íà íåêîòîðîå

äðóãîå çíà÷åíèå α̃m. Íî ïîñêîëüêó âåðíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòèìè ïàðàìåò-
ðàìè α̃m/αm →m 1, ÷òî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ, è íîðìû ìàòðèö, ñòîÿùèõ ïîä
èíòåãðàëàìè, îãðàíè÷åíû ñâåðõó ïî íîðìå, òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü èç ïðè-
âåäåííûõ íèæå ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé, ïàðàìåòð αm ìîæíî îñòàâèòü áåç
èçìåíåíèÿ.

Îáîçíà÷èì äëèíó êðèâîé γm(α), âäîëü êîòîðîé ìû îñóùåñòâëÿåì ïåðåõîä
îò êðèâîé r1(xm(α), τ, gm(α)) ê ñëåäóþùåé êðèâîé ïðè óìåíüøåíèè α, ÷åðåç bi(α).
Êðèâûå r1(xm(α), τ, gm(α)) âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

∑
i

bi(α)/α → 0

ïðè α → +0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1.3.2 ). Òîãäà òàêæå, êàê ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå Ëåììû 1.3.2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

A0 = limm→+∞ α−1
m

∫ αm

0
p′′xq(r1(xm, τ, g), r2m

(τ, q))dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî, A0 ∈ D2,αf(x0). Ëåììà 1.8.1 äîêàçàíà.¤
Äîêàæåì, ÷òî D2,αf(·) åñòü ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà M(x) äëÿ ìíîãîçíà÷-

íîãî îòîáðàæåíèÿ Dαf(·) (ñì. ïàðàãðàô 7).

Òåîðåìà 1.8.1. Ìíîæåñòâî M(x) (ñì. (1.52)), ïîñòðîåííîå äëÿ ÌÎ Dαf(·),
ñîâïàäàåò ñ D2,αf(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî

M(x) ⊂ D2,αf(x). (1.64)

Ïóñòü A0 ∈ M(x) è

ψ(x, g, q) = lim
αk → +0

uk → 0

4qk → 0

p(x + uk + αg, q +4qk)− p(x + uk, q +4qk)

αk
=
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= lim
k→∞

α−1
k

∫ αK

0
(p′′xq(ξk(τ), ηk(τ))ξ′k(τ), ηk(τ))dτ + o(αk)/αk = lim

k→∞
(Akg, q),

ãäå
Ak = α−1

k

∫ αk

0
p′′xq(ξk(τ), ηk(τ))dτ,

ξk(τ) = x + uk + τg + o1k(τ), ηk(τ) = q +4qk + O2k(τ),

à òàêæå
o1k(τ)/τ → 0, O2k(τ) → 0

ïðè τ → +0 ðàâíîìåðíî ïî k. (Òàêèå ôóíêöèè o1k(·) è O2k(·) âñåãäà ìîæíî
âûáðàòü.)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ak →k A0. Ñîãëàñíî òåîðåìå
1.7.2 A0 ∈ Q(x, g, q), ãäå

Q(x, g, q) = {A[n× n] ∈ M(x) | (Ag, q) = max
B∈M(x)

(Bg, q)}.

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà D2,αf(·),

A0 ∈ D2,αf(x).

Òàê êàê A0 − ëþáîé êðàéíèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Q(x, g, q), òî îòñþäà ñëåäóåò
âêëþ÷åíèå (1.64).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Èç Ï.ÑÂ. ÌÎ Ξ(·) (ñì. ïàðàãðàô 7), ïîñòðî-
åííîãî äëÿ Dαf(·), ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è g, q ∈ Sn−1

1 (0) ñóùåñòâóåò
δ(ε) > 0, òàêîå, ÷òî

p′′xq(x + h, q) ∈ M(x) + Bn2

ε (0) (1.65)

äëÿ ‖ h ‖< δ(ε), Bn2

ε (0) = {C ∈ Rn2 |‖ C ‖≤ ε}.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αk}, {hk}, {4qk} âåðíî

A = lim
k→∞

α−1
k

∫ αk

0
p′′xq(ξk(τ), ηk(τ))dτ,

ãäå
ξk(τ) = x + hk + τg + o1k(τ), ηk(τ) = q +4qk + O2k(τ),
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o1k(τ)/τ → 0, O2k(τ) → 0 ïðè τ → +0 ðàâíîìåðíî ïî k.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç (1.65) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

ρH(A,M(x)) ≤ ε.

Ïîñêîëüêó ε− ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî A ∈ M(x). Òàê êàê
A − ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç D2,α f(x), òî âåðíî âêëþ÷åíèå

D2,αf(x) ⊂ M(x). (1.66)

Èç (1.64) è (1.66) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 4

Çàìå÷àíèå 1.8.1. Ìíîæåñòâî D2,αf(·) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ñóáäèô-
ôåðåíöèàëà Êëàðêà, â ÷àñòíîñòè, ïîëóíåïðåðûâíîñòüþ ñâåðõó.

Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó èç ìíîæåñòâà D2,αf(·) íàçîâåì α- îáîáùåííîé ìàò-
ðèöåé ôóíêöèè f(·).

1.8.2 α, δ- îáîáùåííûå ìàòðèöû

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α, δ > 0 ââåäåì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

D2,α,δf(x) = co{A[n× n] | ∃g, q ∈ Sn−1
1 (0),∃(r1(x, ·, g), r2(τ, q)) ∈ η2(x),

A = δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q))dτ,

ãäå ìíîæåñòâî η2(x) îïðåäåëåíî âûøå (ñì. ïàðàãðàô 1.8.1), p(·, ·)−îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ÌÎ Dαf(·).

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D2,α,δf(x) áóäåì íàçûâàòü α, δ− îáîáùåííûìè ìàò-
ðèöàìè.

Ëåììà 1.8.2. D2,α,δf(x) åñòü îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñì. Ñëåäñòâèå 1.7.1),
÷òî

‖ p′′xq(·, ·) ‖≤ Lα,

ãäå Lα− êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ÌÎ Dαf(·) (òåîðåìà 1.4.5). Ïîýòîìó äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû A ∈ D2,α,δf(x) èìååì

‖ A ‖≤ δ−1
∫ δ

0
‖ p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q)) ‖ dτ ≤ Lα.

Ëåììà äîêàçàíà. 4
Èçó÷èì ïîäðîáíåå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà D2,α,δf(·).

Òåîðåìà 1.8.2. ÌÎ D2,α,δf(·) íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî D2,α,δf(·) åñòü Ï.ÑÂ. Âîçüìåì Ak ∈
D2,α,δf(xk), xk → x,Ak → A ïðè k →∞. Äîêàæåì, ÷òî A ∈ D2,α,δf(x).

Ïóñòü

Ak = δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(xk, τ, gk), r2(τ, qk))dτ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî gk → g, qk → q è
(xk − x)/ ‖ xk − x ‖→ l ïðè k →∞. Áóäåì ñòðîèòü ïàðó êðèâûõ
(r1(xk, τ, g), r2(τ, q)) ∈ η2(x), äëÿ êîòîðîé

A = δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q))dτ.

Ïîñòðîåíèå óêàçàííîé êðèâîé àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ êðèâîé r(x, ·, g) â òåî-
ðåìå 1.4.3.

Ðàññìîòðèì äâà ðàâíûõ ñåãìåíòà äëÿ τ ∈ [δ/2, δ] è τ ∈ [0, δ/2]. Ïóñòü ïåð-
âûé èíòåãðàë

δ−1
∫ δ

δ/2
p′′xq(r1(xk, τ, gk), r2(τ, qk))dτ

ñõîäèòñÿ ïðè k →∞ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ B1 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {k1}.
Âîçüìåì òàêîå áîëüøîå k(ε), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî äëÿ k ∈ {k1}, k > k(ε) èìååì,

‖ δ−1
∫ δ

δ/2
p′′xq(r1(xk, τ, gk), r2(τ, qk))dτ −B1 ‖≤ ε,
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ãäå ε− ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äàëåå ðàññìîòðèì èíòåãðàë

δ−1
∫ δ/2

δ/4
p′′xq(r1(xk, τ, gk), r2(τ, qk))dτ,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞ ê íåêîòîðîé ìàòðèöå B2 äëÿ íåêîòîðîé ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {k2} èç îïðåäåëåííîé âûøå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {k1}, ò.å
{k2} ⊂ {k1}. È òàê äàëåå: äëÿ ñåãìåíòà τ ∈ [δ/2m+1, δ/2m] çíà÷åíèå èíòåãðàëà

δ−1
∫ δ/2m

δ/2m+1

p′′xq(r1(xk, τ, gk), r2(τ, qk))dτ

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {km+1}, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {km}, ïîëó÷åííîé íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñõîäèòñÿ ê
Bm+1. Î÷åâèäíî, ÷òî ∑

i

Bi = A

è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k èç ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

‖ A− δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(xk, τ, gk), r2(τ, qk))dτ ‖≤ ε.

Ïîñòðîèì ïàðó êðèâûõ (r1(x, ·, g), r2(·, q)), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì, óêà-
çàííûì â îïðåäåëåíèè η2(x).

Ñîåäèíèì ïðîìåæóòî÷íóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè ïàð êðèâûõ
(r1(xk1

, ·, gk1
), r2(·, qk1

)) äëÿ τ ∈ [δ/2m+1, δ/2m] è (r1(xk1
, ·, gk1

), r2(·, qk1
))

äëÿ τ ∈ [δ/2m+2, δ/2m+1] îòðåçêàìè (4y1m,4y2m) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïîëó÷èëèñü êðèâûå (o1(x, ·, g), O2(·, q)), ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè êðè-
âûõ r1(x, ·, g) è r2(·, q) è óäîâëåòâîðÿþùèå íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì â
îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà η2(x).

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî îòêëîíåíèå ïî íîðìå îò ìàòðèöû A óñðåäíåííûõ
èíòåãðàëüíûõ çíà÷åíèé, âû÷èñëåííûõ âäîëü ïîëó÷åííûõ êðèâûõ r1(x, ·, g) è
r2(·, q), íå ïðåâûøàåò

c2(c) δ−1
∑
m

‖ 4ylm ‖, l = 1, 2,
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ãäå c2(c) åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò c (êîíñòàíòà c áûëà îïðåäå-
ëåíà â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà η(x)). Ïîñêîëüêó gk → g è qk → q, òî âñåãäà
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {km} äëÿ ëþáîãî m ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, äëÿ êîòîðîé ÷èñëà

∑
i≤m

‖ 4yli ‖, l = 1, 2,

ìîãóò áûòü ñäåëàíû ïðîèçâîëüíî ìàëåíüêèìè, åñëè íà÷àòü ïðîöåññ ïîñòðî-
åíèÿ ïàðû êðèâûõ (r1(x, ·, g), r2(·, q)) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ∈ {km}.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî m è ε(m) > 0 ìîæíî óêàçàòü êðèâûå
(r1(x, ·, g), r2(·, q)), ñîñòîÿùèå èç ÷àñòåé êðèâûõ (r1(xk, ·, gk), r2(·, qk)) äëÿ íåêî-
òîðûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ∈ {km} è τ ∈ [δ/2m+1, δ/2m],m = 1, 2, ·.., ÷òî

‖ A− δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q))dτ ‖≤ 2ε.

Òàê êàê ε− ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è D2,α,δf(x) åñòü çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, òî A ∈ D2,α,δf(x). Èòàê, Ï.ÑÂ äîêàçàíà.

Äîêàæåì, ÷òî ÌÎ D2,α,δf(·) Ï.ÑÍ. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
A ∈ D2,α,δf(x)

A = δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q))dτ, (r1(x, ·, g), r2(·, q)) ∈ η2(x),

è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, xk → x, ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Ak ∈
D2,α,δf(xk) òàêèå, ÷òî Ak → A ïðè k →∞.

Ïîñòðîèì êðèâûå (r1(xk, ·, g), r2(·, q)) ∈ η2(xk), ñîñòîÿùèå èç ÷àñòåé êðèâûõ
(r1(x, ·, g), r2(·, q)) áåç èõ ÷àñòåé âáëèçè òî÷êè x è êðèâûõ (o1k(xk, ·, g), o2k(·, q)),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì, óêàçàííûì â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà η2(x) (ñì.
ôèãóðó ê òåîðåìå 1.4.3).

Òîãäà

δ−1

∫ δ

0

p′′xq(r1(xk, τ, g), r2(τ, q))dτ =
δ − δ1

δ

1

δ − δ1

∫ δ

δ1

p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q))dτ+

+
δ1

δ

1

δ1

∫ δ1

0

p′′xq(o1k(xk, τ, g), o2k(τ, q))dτ, (1.67)
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ãäå [δ1, δ] − îòðåçîê çíà÷åíèé ïàðàìåòðà τ, ãäå r1(xk, ·, g) ≡ r(x, ·, g).

Çíà÷åíèå âòîðîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà åñòü ïðîèçâîëüíî
ìàëàÿ ïî íîðìå ìàòðèöà, à çíà÷åíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà ñõîäèòñÿ ê

δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q))dτ = A

ïðè k → ∞. Ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.67), åñòü ïî îïðå-
äåëåíèþ ìàòðèöà Ak ∈ D2,α,δf(xk). Òàêèì îáðàçîì, èç (1.67) ñëåäóåò, ÷òî
Ak →k A è Ï.ÑÍ äîêàçàíà. Íåïðåðûâíîñòü ÌÎ D2,α,δf(·) ñëåäóåò èç Ï.ÑÂ
è Ï.ÑÍ, òàê êàê ýòî ÌÎ îãðàíè÷åíî â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (ñì.
òåîðåìó 1.2.1). Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ÌÎ D2,α,δf(·) èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ïîñòðîåíèÿ êîí-
ñòðóêöèé äëÿ ÌÎ D2,α,δf(·), àíàëîãè÷íûõ ñäåëàííûì ðàíåå äëÿ ÌÎ Dαf(·),
êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ åùå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
íåîáõîäèìî äîêàçàòü åãî ëèïøèöåâîñòü, ÷òî è áóäåò ñäåëàíî íèæå.

Òåîðåìà 1.8.3. D2,α,δf(·) åñòü ëèïøèöåâî ÌÎ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè n×n êàê âåê-
òîðû â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n2.

Èçâåñòíî, ÷òî

ρH(D2,α,δf(x1), D2,α,δf(x2)) = max
g∈Sn2−1

1 (0)
| pD2,α,δ

(x1, g)− pD2,α,δ
(x2, g) |,

ãäå
pD2,α,δ

(x, g) = max
v∈D2,α,δf(x)

< v, g >

åñòü îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ÌÎ D2,α,δf(·) â òî÷êå x ∈ Rn ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn2

,

< ·, · > − ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Ïóñòü

max
g∈Sn2−1

1 (0)
| pD2,α,δ

(x1, g)− pD2,α,δ
(x2, g) |= pD2,α,δ

(x1, ḡ)− pD2,α,δ
(x2, ḡ)
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äëÿ íåêîòîðîãî ḡ ∈ Sn2−1
1 (0), à òàêæå

Ai ∈ arg max
A∈D2,α,δf(xi)

< A, ḡ >, i = 1, 2.

Âîçüìåì êðèâûå (r1(x1, ·, g̃), r2(·, q̃)), äëÿ êîòîðûõ

A1 = δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(x1, τ, g̃), r2(τ, q̃))dτ,

ïðè÷åì ḡ = ḡ(g̃, q̃). Ðàññìîòðèì òàêæå ìàòðèöó

Ā2 = δ−1
∫ δ

0
p′′xq(r1(x2, τ, g̃), r2(τ, q̃))dτ,

ãäå (r1(x1, ·, g̃), r2(·, q̃)) − ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà êðèâûõ ìíîæåñòâà η2(x2) äëÿ ïà-
ðû âåêòîðîâ (g̃, q̃).

Ïîñêîëüêó
< A2, ḡ >≥< Ā2, ḡ >,

òî

pD2,α,δ
(x1, ḡ)− pD2,α,δ

(x2, ḡ) ≤< A1, ḡ > − < Ā2, ḡ >≤‖ A1 − Ā2 ‖ . (1.68)

Îïèøåì êîíñòðóêöèþ êðèâûõ (r1(x1, ·, g̃), r2(·, q̃)) è îöåíèì íîðìó ‖ A1−Ā2 ‖ .

Êðèâàÿ r1(x1, ·, g̃) áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü åñòü êðèâàÿ
o(x2, ·, g̃), ãäå o(x2, β, g̃)/β → 0, êîãäà β → +0, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè x2 äî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé r1(x1, ·, g̃) (ñì. Ðèñ. 1.4.2.3). Êðèâàÿ r2(·, q̃) = q̃ + O2(τ)

èìååò îäèíàêîâûé âèä äëÿ òî÷åê x1 è x2. Äëÿ òî÷êè x2 âåêòîð-ôóíêöèÿ o2(·)
ìîæåò êàê óãîäíî ìàëî èçìåíèòüñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêîé æå âåêòîð-ôóíêöèåé
äëÿ òî÷êè x1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà íå èçìåíè-
ëàñü. Äàëåå ïîëó÷èì îöåíêè ñðåäíèõ èíòåãðàëüíûõ çíà÷åíèé âäîëü êàæäîé èç
÷àñòåé êðèâîé r1(x1, ·, g̃) äî è ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé o(x2, ·, g̃).

Òåõíèêà îöåíêè ñðåäíèõ èíòåãðàëüíûõ çíà÷åíèé àáñîëþòíî òàêàÿ æå, êàê
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.4.5. À èìåííî: ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðà δ̄, ïðè êîòîðîì êðèâàÿ o(x2, ·, g̃) ïåðåñåêàåò êðèâóþ r1(x1, ·, g̃). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî

δ̄ < (2 + 2/c) ‖ h ‖,
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ãäå c − êîíñòàíòà èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà η(x).

Òîãäà ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö p′′xq(·, ·) âäîëü êðèâîé
o(x2, β, g̃) íå ïðåâîñõîäÿò ïî íîðìå

‖ δ−1
∫ δ̄

0
p′′xq(o(x2, τ, g̃), r2(τ, q̃))dτ ‖≤ δ−1δ̄Lα ≤ δ−1Lα(2 + 2/c) ‖ h ‖ . (1.69)

Âòîðàÿ ÷àñòü êðèâîé r1(x2, ·, g̃) ñîâïàäàåò ñ êðèâîé r1(x1, ·, g̃). Ïîýòîìó ñðåäíèå
èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö p′′xq(·, ·) ýòèõ ÷àñòåé äëÿ êðèâûõ r1(x1, ·, g̃) è
r1(x2, ·, g̃) ñîâïàäàþò.

Íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ÷àñòü êðèâîé r1(x1, ·, g̃) äëÿ δ ∈ [0, ‖ h ‖ cos γ],

äëÿ êîòîðîé

‖ δ−1
∫ ‖h‖cos γ

0
p′′xq(r1(x1, τ, g̃), r2(τ, q̃))dτ ‖≤ δ−1Lα ‖ h ‖ . (1.70)

Ïîñëåäíþþ îöåíêó íàäî ó÷èòûâàòü äâàæäû äëÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ÷àñòåé
êðèâîé r1(x1, ·, g̃).

Ñêëàäûâàÿ (1.69) è (1.70), â èòîãå ïîëó÷èì äëÿ (1.68)

‖ A1 − Ā2 ‖≤ δ−1Lα(4 + 2/c) ‖ x1 − x2 ‖ .

Îòñþäà è èç (1.68) ñëåäóåò, ÷òî D2,α,δf(·) ëèïøèöåâî ÌÎ ñ êîíñòàíòîé Ëèï-
øèöà

Lα,δ = δ−1Lα(4 + 2/c).

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Àíàëîãè÷íî ïðîáëåìå íåïðåðûâíîãî ðàñøèðåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàð-

êà äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé èíòåðåñíà òàêæå ïðîáëåìà íåïðåðûâíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ. Áóäåì èçó÷àòü ýòó
ïðîáëåìó äëÿ ÌÎ Dαf(·).

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ ÌÎ Dαf(·) â òî÷êå x

åñòü ìíîæåñòâî D2,αf(x) (ñì.òåîðåìó 1.8.1 ). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

D2.α,0f(x) = co {A[n× n] | ∃{Ak}, ∃{µk}, µk →k +0, Ak ∈ D2,α,µk
f(x),
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A = lim
k

Ak}.

Ïðè íåêîòîðîì äîïóùåíèè ÌÎ D̄2,α,δf(·) : Rn → 2R
n2

, îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâè-
ëó

D̄2,α,δf(x) = co ∪µ∈[0,δ] D2,α,µf(x),

åñòü íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå ÌÎ D2,αf(·).

Òåîðåìà 1.8.4. ÌÎ D̄2,α,δf(·) åñòü íåïðåðûâíîå ÌÎ, åñëè D2,α,0f(x) =

D2,αf(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ÌÎ Bδ1
(·) : Rn → 2R

n2

äëÿ ëþáîãî δ1 > 0

Bδ1
(x) = co ∪µ∈[δ1,δ] D2,α,µf(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî
Bδ1

(x) ⊂ D̄2,α,δf(x)

è
lim

δ1→+0
ρH (Bδ1

(x), D̄2,α,δf(x)) = 0,

ãäå ρH− ìåòðèêà Õàóñäîðôà.
Ïîñêîëüêó D2,α,µf(·) íåïðåðûâíî äëÿ âñåõ µ ∈ [δ1, δ], òî Bδ1

(·) òàêæå íåïðå-
ðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà.

Èç Ï.ÑÂ ÌÎ D2,αf(·) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò β = β(ε) >

0, ÷òî ìàòðèöà
γ−1

∫ γ

0
p′′xq(r1(xk, τ, g), r2(τ, q))dτ

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D2,αf(x) + Bn
ε (0) èëè D2,α,0f(x) + Bn

ε (0), åñëè ‖ xk −
x ‖< β è 0 < γ < β, ò.å. åñòü Ï.ÑÂ ÌÎ D̄2,α,δf(·).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé âåêòîð èç
D2,α,0f(x) åñòü ïðåäåë âåêòîðîâ âèäà

γ−1
k

∫ γk

0
p′′xq(r1(xk, τ, g), r2(τ, q))dτ,
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êîãäà xk → x, γk → +0. Äëÿ âåêòîðîâ èç Bδ1
(x) ïîñëåäíåå î÷åâèäíî, ò.ê. ÌÎ

Bδ1
(·) − íåïðåðûâíî. Òàêèì îáðàçîì, ÌÎ D̄2,α,δf(·) òàêæå Ï.ÑÍ.
Èç Ï.ÑÂ è Ï.ÑÍ , à òàêæå èç îãðàíè÷åííîñòè ÌÎ D̄2,α,δf(·) â îêðåñòíîñòè

ëþáîé òî÷êè ñëåäóåò (ñì. òåîðåìó 1.2.1), ÷òî ÌÎ D̄2,α,δf(·) − íåïðåðûâíî â
ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

1.8.3 Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà è
åå ïðèìåíåíèå â îïòèìèçàöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ðàññìîòðåíî åùå îäíî ïðèìåíåíèå ââåäåííûõ êîí-
ñòðóêöèé. À èìåííî: áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôóíêöèé f(·), ïðåäñòàâèìûõ â
âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, ÌÎ D̄δf(·) : Rn → 2R

n ñ îáðàçàìè

D̄δf(x) = co ∪η∈[0,δ] Dηf(x)

åñòü ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå â [109]) ñóá-
äèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Êëàðêà. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ÌÎ D̄δf(·), áóäåò
ïîñòðîåí ε - ñóáäèôôåðåíöèàëüíûé îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì, ïðåäëîæåí-
íûé Ïîëàê, Ìàéíå è Âàðäè â [101] è äðóãèìè. Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x̄ ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà
ôóíêöèè f(·) â ñìûñëå, ÷òî 0 ∈ ∂CLf(x̄).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

∂CLf(Bn
τ (x)) = ∪y∈Bn

τ (x) ∂CLf(y).

Îïðåäåëåíèå 1.8.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-
æåíèé Aεf(·) : Rn → 2R

n

, ε > 0, åñòü ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Êëàðêà, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1. äëÿ ëþáûõ ε > 0, σ > 0 ñóùåñòâóåò τ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn

∂CLf(Bn
τ (x)) ⊂ Aεf(x) + Bn

σ(0);
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2. äëÿ ëþáûõ x ∈ Rn è 0 < ε1 < ε2

Aε1
f(x) ⊂ Aε2

f(x);

3. ÌÎ Aεf(·) íåïðåðûâíî ïî x ∈ Rn â ìåòðèêå Õàóñäîðôà;

4. äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn âåðíî

∩ε>0Aεf(x) = ∂CLf(x).

Ïîêàæåì, ÷òî ÌÎ D̄δf(·) åñòü ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Êëàðêà.

Óñëîâèå 1) îïðåäåëåíèÿ 1.8.1 ñëåäóåò èç Ï.ÑÂ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ Êëàðêà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî τ(ε) > 0

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà

∂CLf(Bn
τ(ε)(x)) ⊂ ∂CLf(x) + Bn

ε (0), (1.71)

ãäå
∂CLf(Bn

τ(ε)(x)) = ∪y∈Bn
τ(ε)(x) ∂CLf(y).

Ïîñêîëüêó
∂CLf(x) ⊂ D̄δf(x),

òî èç (1.71) ñëåäóåò, ÷òî

∂CLf(Bn
τ(ε)(x)) ⊂ ∂CLf(x) + Bn

ε (0) ⊂ D̄δf(x) + Bn
ε (0).

Óñëîâèÿ 2)-4) ïðîâåðÿþòñÿ ëåãêî. Òàêèì îáðàçîì, D̄δf(x) åñòü ðàâíîìåðíàÿ
íåïðåðûâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Êëàðêà.

Ïðèìåíèì àëãîðèòì, îïèñàííûé â [109], äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî-
÷åê ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà.

Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

gε(x) = arg min{‖ v ‖ | v ∈ D̄ε(x)f(x)}.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèÿ
ϕε(x)(x, g) = max

v∈D̄ε(x)f(x)
(v, g).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû θ1, θ2, θ3 èç (0,1) è γ > 0. Ïóñòü

ε(x) = max
k∈N

{θk
1 :‖ gε(x) ‖2≥ γθk

1}.

ÀËÃÎÐÈÒÌ

Ïóñòü òî÷êà xk óæå âû÷èñëåíà. Îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òî÷êè xk+1

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ θ1, θ2, θ3 ∈ (0, 1) è γ > 0.

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì íàïðàâëåíèå gε(xk) è ε(xk).

Øàã 2. Åñëè ε(xk) = 0, òîãäà òî÷êà xk åñòü ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Ïðîöåññ
îñòàíàâëèâàåòñÿ. Åñëè ε(xk) > 0, òîãäà íàõîäèì øàã 4k :

4k = arg min
i∈N

{θi
2 : f(xk − θi

2gε(xk))− f(xk) ≤ θ3θ
i
2ϕε(xk)(xk,−gε(xk))}.

Øàã 3. Ïîëîæèì
xk+1 = xk −4kgε(xk).

Ïåðåõîäèì ê øàãó 1.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì èç [109], ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òåî-

ðåìó.

Òåîðåìà 1.8.5. Ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, ïî-
ëó÷åííîé ñîãëàñíî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó, åñòü ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà
ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Êëàðêà ∂CLf(·).
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2 ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÛÕ ÎÒÎÁÐÀ-
ÆÅÍÈÉ

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ ÌÎ, ãëàâíûì îáðàçîì−
ëèïøèöåâûõ ÌÎ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ÌÎ − ýòî îáîáùåíèå ôóíêöèé, îòîáðà-
æàþùèõ òî÷êó â òî÷êó, ò.å. îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. ÌÎ îòîáðàæàþò òî÷êó
â öåëîå ìíîæåñòâî. Ìíîãèå ïîíÿòèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé,
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äëÿ ÌÎ. Ê òàêèì ïîíÿòèÿì îòíîñÿòñÿ: ãðàôèê, âûïóê-
ëîñòü, âîãíóòîñòü, íåïðåðûâíîñòü, ïðîèçâîäíàÿ, äâîéñòâåííîñòü.

2.1 Ââåäåíèå

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÌÎ èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû. Ýòî − êîíóñ âîç-
ìîæíûõ íàïðàâëåíèé, êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé, êîíóñ Áóëèãàíà, êîòî-
ðûå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ îáû÷íîé ëèíåé-
íîé àïïðîêñèìàöèåé. Ïåðå÷èñëåííûå êîíóñû â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷íû äðóã îò
äðóãà, íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíè ñîâïàäàþò. Áóäóò äàíû òàêèå óñëîâèÿ è
ïîñòðîåíà àëãåáðà êîíóñîâ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, áó-
äåò ââåäåíî ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ìíîæåñòâà, ïðè
íàëè÷èè êîòîðîé ìîæíî îáúåäèíèòü âñå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèé.

Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî ìàðãèíàëüíûì ôóíêöèÿì âèäà

f(x) = max
y∈G(x)

ϕ(x, y) èëè f(x) = min
y∈G(x)

ϕ(x, y),

ãäå G(·) : Rn → 2R
m − íåïðåðûâíîå ÌÎ, è âûâîäó èõ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâ-

ëåíèþ. Ïîñëåäíåå ïîëó÷åíî ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ ϕ(., .), ÷åì
ýòî áûëî ñäåëàíî ïðåäûäóùèìè èññëåäîâàòåëÿìè.

Â ôîðìóëàõ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé ó÷àñòâóþò ìàòðèöû
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âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè p′′xq(·, ·) ìíîãîçíà÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ G(·), êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â ãëàâå 1, ïàðàãðàô 1.7. Äëÿ íåêî-
òîðûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ÌÎ, êàê, íàïðèìåð, ÌÎ, çàäàííûõ â âèäå ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ èëè âûïóêëîé îáîëî÷êè êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîð-ôóíêöèé, óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü âèä ìàòðèöû p′′xq(·, ·).

Ðàçðàáîòàííàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïòèìèçàöèè ìàðãèíàëüíûõ ôóíê-
öèé è ïîñòðîåíèÿ ìåòîäîâ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Îäíî èç òàêèõ ïðèëîæåíèé
åñòü íàõîæäåíèå íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà äëÿ ôóíêöèè ýêñòðåìóìà
ïî ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîìó îòîáðàæåíèþ âûïóêëîé ôóíêöèè.

2.2 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû ÌÎ. Ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèé ÌÎ

Ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÌÎ. Ïî îïðåäåëåíèþ ÌÎ G(·) : Rn →
2R

m ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå x ∈ Rn ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà 2R
m

, ýëåìåíòàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rm. Ôóíêöèè,
êîòîðûå îáû÷íî èçó÷àþò â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, ñîïîñòàâëÿþò êàæäîé
òî÷êå x ∈ Rn åäèíñòâåííóþ òî÷êó èç Rm. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü â äàëüíåé-
øåì âûïóêëîçíà÷íûå êîìïàêòíûå ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ (ÂÊÌÎ), ò.å.
ÌÎ ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè îáðàçàìè.

Òàê æå, êàê äëÿ îáû÷íûõ ôóíêöèé, ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàôèê ÌÎ G(·)

grG = {(x, y) ∈ Rn × Rm | y ∈ G(x)}.

Äëÿ âûïóêëûõ ÌÎ, ò.å. òàêèõ, äëÿ îáðàçîâ êîòîðûõ âåðíî âêëþ÷åíèå

G(α1x1 + α2x2) ⊃ α1G(x1) + α2G(x2)

äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn è α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1, grG− âûïóêëîå ìíîæåñòâî â
Rn × Rm.
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Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì äâå òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå grG(·) :

(x1, y1), (x2, y2) ∈ grG. Ïîñòðîèì íîâóþ òî÷êó α1(x1, y1) + α2(x2, y2) =

(α1x1 + α2x2, α1y1 + α2y2), ãäå α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
grG ïî îïðåäåëåíèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α1y1 + α2y2 ∈ G(α1x1 + α2x2).

Ïîñêîëüêó (x1, y1), (x2, y2) ∈ grG, òî

α1y1 ∈ α1G(x1), α2y2 ∈ α1G(x2).

Îòñþäà
α1y1 + α2y2 ∈ α1G(x1) + α2G(x2) ⊂ G(α1x1 + α2x2),

ò.å.
α1y1 + α2y2 ∈ G(α1x1 + α2x2),

÷òî è îçíà÷àåò âûïóêëîñòü ãðàôèêà grG.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ãðàôèêà grG ìîæíî ïîñòðîèòü êîíóñû äîïóñòèìûõ è
êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé. Ïîñêîëüêó ýòè êîíóñû â ïðîñòðàíñòâå Rn×Rm, òî,
ïðîåêòèðóÿ èõ íà Rm, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
−êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé:

γ(x, g, v) = {w ∈ Rm | ∃α0 > 0 : v + αw ∈ G(x + αg) ∀α ∈ [0, α0]}.

Ýòîò êîíóñ âïåðâûå áûë ââåäåí Äåìüÿíîâûì Â.Ô. è Ïåâíûì À.Á. Çàìûêàíèå
ýòîãî ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç

Γ(x, g, v) = γ̄(x, g, v),

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò îïåðàöèþ çàìûêàíèÿ;
−êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé:

Γ′(x, g, v) = {w ∈ Rm | ∃oi(α), oi(α)/α →α→+0 0, i = 1, 2 :

v + αw + o1(α) ∈ G(x + αg + o2(α)) ∀α > 0}.
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Äëÿ îïèñàíèÿ ÌÎ ýòîò êîíóñ óñïåøíî èñïîëüçîâàëñÿ â [6].
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ, ò.å. òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðîãî

L > 0

ρH(G(x1), G(x2)) ≤ L ‖ x1 − x2 ‖ ∀x1, x2 ∈ Rn,

ãäå ρH(·, ·)− ìåòðèêà Õàóñäîðôà: äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn

ρH(G(x), G(y)) = max ( max
v∈G(x)

min
w∈G(y)

‖ v − w ‖, max
w∈G(y)

min
v∈G(x)

‖ v − w ‖),

â îïðåäåëåíèè Γ′(x, g, v) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ îäíèì òîëüêî o1(·) áåç o2(·);
−êîíóñ äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé (êîíóñ Áóëèãàíà):

Γ̃(x, g, v) = co {w ∈ Rm | ∃{αk}, αk →k +0, oi(·), oi(αk)/αk →k +0, i = 1, 2,

v + αkw + o1(αk) ∈ G(x + αkg + o2(αk)) ∀k}.
Ìíîæåñòâî Γ̃(x, g, v) çàìêíóòîå è äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ äîñòàòî÷íî îãðàíèòüñÿ
òîëüêî îäíîé ôóíêöèåé o1(·) áåç o2(·).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âûïóêëîçíà÷íûõ ÌÎ êîíóñû Γ(x, g, v) è
Γ′(x, g, v)− âûïóêëûå. ßñíî, ÷òî âñåãäà

Γ(x, g, v) ⊂ Γ′(x, g, v) ⊂ Γ̃(x, g, v).

Ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè ñòàëè îïèñûâàòü ìíîãèå òåõíè÷åñêèå è ýêîíî-
ìè÷åñêèå ìîäåëè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòî íåèçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå
ñèñòåìû èëè çíà÷åíèå ôóíêöèè. Â îïòèìèçàöèè ïîòðåáíîñòü èçó÷åíèÿ ÌÎ îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò ãðàäèåíòà â êàêîé-òî
òî÷êå, à ñóùåñòâóåò öåëîå ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(·) : Rn → R− âûïóêëàÿ, òîãäà ìíîæåñòâî
îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ v â òî÷êå x çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì

∂f(x) = co {v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x) ∀z ∈ Rn},

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x.
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ÌÎ ∂f(·) : Rn → 2R
n íå åñòü íåïðåðûâíîå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Îíî åñòü

òîëüêî Ï.ÑÂ, ò.å. äëÿ ëþáûõ vk ∈ ∂f(xk), xk →k x, vk →k v, âåðíî v ∈ ∂f(x),

èëè ÷åðåç ε, δ îêðåñòíîñòè:
äëÿ ëþáîãî ε > 0, ñóùåñòâóåò δ(ε), ÷òî äëÿ âñåõ y ∈ Bn

δ (x),

∂f(y) ⊂ ∂f(x) + Bn
ε (0) = {v + w | v ∈ ∂f(x), w ∈ Bn

ε (0)}.

Ìîæíî ïîêàçàòü [72], ÷òî ∂f(x) − âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñîâïà-
äàþùåå ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà ∂CLf(·) äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè f(·),
è

∂f(x)

∂g
= max

v∈∂f(x)
(v, g).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·) ñóáäèôôåðåíöèàë
Êëàðêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂CLf(x) = co {v ∈ Rn | ∃{xk}, xk ∈ N(f), lim
xk→kx

∇f(xk) = v},

ãäå N(f)− ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû â Rn òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
f(·).

Íåîáõîäèìîå, à äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè f(·) è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìó-
ìà â òî÷êå x∗ ∈ Rn åñòü

0 ∈ ∂f(x∗) = ∂CLf(x∗).

Ðàáîòàòü ñ ðàçðûâíûìè îáúåêòàìè, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå
îòîáðàæåíèå ∂CLf(·), òðóäíî. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì äàëüíåéøèì øàãîì íà
ïóòè îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíûõ ðàñ-
øèðåíèé òàêîâûõ îáúåêòîâ, ÷òîáû â äàëüíåéøåì ðàáîòàòü ñ èõ íåïðåðûâíûìè
ðàñøèðåíèÿìè.

Òàê äëÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ∂f(·) âûïóêëîé ôóíêöèè f(·)
íåïðåðûâíûì ðàñøèðåíèåì ÿâëÿåòñÿ ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå
∂εf(·) : Rn → 2R

n

:

∂εf(x) = {v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x)− ε ∀z ∈ Rn},
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ãäå ε åñòü ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âïåðâûå ε- ñóáäèôôåðåíöèàë
áûë ââåäåí â [74].

Ìîæíî îïðåäåëèòü ε- ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ g :

∂εf(x)

∂g
= inf

α>0

f(x + αg)− f(x) + ε

α
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü ε = 0, òî

∂εf(x)

∂g
=

∂f(x)

∂g
,

ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ñâîéñòâó âûïóêëûõ ôóíêöèé [71] èìååì

∂f(x)

∂g
= inf

α>0

f(x + αg)− f(x)

α
.

Äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ∂CLf(·) : Rn → 2R
n− ñóá-

äèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå Êëàðêà, êîòîðîå òàê æå, êàê ÌÎ ∂f(·) äëÿ
âûïóêëûõ ôóíêöèé, åñòü ðàçðûâíîå è Ï.ÑÂ. Äàëüíåéøèì øàãîì, êàê è âû-
øå, ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî ðàñøèðåíèÿ äëÿ ∂CLf(·). Ýòà çàäà÷à
îêàçàëàñü çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé, ÷åì äëÿ âûïóêëîãî ñëó÷àÿ. Îíà áûëà
ðåøåíà â ãëàâå I, ïàðàãðàô 1.4.2.

Â ýêîíîìèêå è òåîðèè óïðàâëåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ
ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà

f(x) = max
y∈G(x)

ϕ(x, y)

èëè
f(x) = min

y∈G(x)
ϕ(x, y),

ãäå G(·)− íåïðåðûâíîå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ÌÎ ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè
îáðàçàìè.

Äëÿ âûâîäà âèäà ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè ïî-
òðåáîâàëîñü ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè ÌÎ. Âïåðâûå ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî
â [20], ãäå ðàññìàòðèâàëàñü àïïðîêñèìàöèÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ(x, g, v).
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Ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðèçóåò íàñêîëüêî õîðîøî ìíîæåñòâî Γ(x, g, v) àïïðîêñè-
ìèðóåò ÌÎ G(·) â òî÷êå v, v ∈ G(x) ïî íàïðàâëåíèþ g. Â äàëüíåéøåì ñòà-
ëî ïîíÿòíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî ëþáîãî
èç òðåõ ââåäåííûõ ìíîæåñòâ, íî ëó÷øå, áîëåå åñòåñòâåííî, áûëî áû ðàññìàò-
ðèâàòü àïïðîêñèìàöèþ îòíîñèòåëüíî êîíóñà Áóëèãàíà Γ̃(x, g, v), ÷òî è áûëî
ñäåëàíî â [51] äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÌÎ G(·) äîïóñêàåò â òî÷êå
v ∈ G(x) ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíî-
ñèòåëüíî ìíîæåñòâà B, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk}, vk ∈
G(x + αkg), vk → v, αk → +0, âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

vk = v + αkbk + o(αk),

ãäå bk ∈ B, o(αk)/αk →k 0.

Åñëè B = Γ(x, g, v), òî ïðèõîäèì ê àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå
v ∈ G(x) ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn, âïåðâûå ââåäåííîé Äåìüÿíîâûì Â.Ô. è Ïåâ-
íûì À.Á. Åñëè B = Γ′(x, g, v), òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ
ñ îïðåäåëåíèåì, èñïîëüçóåìûì â [15].

Äëÿ âûâîäà ïðîèçâîäíîé ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü àï-
ïðîêñèìàöèþ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâî Γ̃(x, g, v). Ïîñêîëüêó

Γ(x, g, v) ⊂ Γ′(x, g, v) ⊂ Γ̃(x, g, v),

òî ÌÎ G(·) ìîæåò äîïóñêàòü àïïðîêñèìàöèþ îòíîñèòåëüíî Γ̃(x, g, v) è íå äî-
ïóñêàòü àïïðîêñèìàöèþ îòíîñèòåëüíî Γ(x, g, v) è Γ′(x, g, v). Ïðèâåäåì ïðèìåð,
ïîäòâåðæäàþùèé ýòî.

Ïóñòü G(·) : R→ R åñòü ÌÎ, ãðàôèê êîòîðîãî åñòü ëîìàíàÿ, èìåþùàÿ ïðå-
äåëüíóþ òî÷êó (0, 0) è ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè −x è +x. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òàíãåíñû óãëîâ íàêëîíà îòðåçêîâ ëîìàíîé íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìî-
äóëþ íåêîòîðîé âåëè÷èíû c > 1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî G(·)− ëèïøèöåâî
ÌÎ, à òàêæå

Γ(0, 1, 0) = Γ′(0, 1, 0) = ∅,
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Γ̃(0, 1, 0) = co {[1, w] | w ∈ D},
ãäå D = [−1, 1]. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî α > 0 íàéäåòñÿ âåêòîð
w(α) ∈ Γ̃(0, 1, 0) òàêîé, ÷òî

(0, 0) + α w(α) ∈ G(α),

òî ÌÎ G(·) äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå (0, 0) ïî íà-
ïðàâëåíèþ 1 îòíîñèòåëüíî Γ̃(0, 1, 0).

Ëåììà îá àïïðîêñèìàöèè 2.2.1. [52] Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèïøèöåâî ÌÎ
G(·) äîïóñêàëî àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå v, v ∈ G(x), ïî íà-
ïðàâëåíèþ g ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v), íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëè òàêèå wk ∈ Rm, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}, αk →k +0, è ÷èñëî a > 0 òàêèå, ÷òî

vk = v + αk wk ∈ G(x + αkg), αk wk →k 0, ρH(wk, Γ̃(x, g, v)) ≥ a > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè âåêòîðû wk ∈ Rm, î êîòîðûõ
ãîâîðèòñÿ â óñëîâèè ëåììû, ñóùåñòâóþò, òî íå ñóùåñòâóþò äðóãèõ âåêòîðîâ
{w′

k} ∈ Rn, ÷òî
vk = v + αk wk = v + αk w′

k + o(αk)

è w′
k ∈ Γ̃(x, g, v), ïîñêîëüêó

ρH(wk, Γ̃(x, g, v)) ≥ a > 0

äëÿ âñåõ k.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïóñòü óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ. Äîêàæåì, ÷òî àïïðîê-
ñèìàöèÿ èìååò ìåñòî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû wk ∈ Rm, ÷òî

vk = v + αkwk ∈ G(x + αkg), αkwk → 0.

Â êà÷åñòâå w′
k âîçüìåì âåêòîðû, äëÿ êîòîðûõ

w′
k = arg min

y∈Γ̃(x,g,v)
‖ wk − y ‖ .
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Òàê êàê
ρH(wk, Γ̃(x, g, v)) →k 0,

òî ‖ wk − w′
k ‖→k 0 è

vk = v + αkwk = v + αkw
′
k + o(αk),

ãäå w′
k ∈ Γ̃(x, g, v), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ëåììà äîêàçàíà. 4

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ÌÎ Gi(·) : Rn → R2m

, i = 1, 2

äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå v, v ∈ G(x), ïî íàïðàâëå-
íèþ g ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v), òî èõ ñóììà ñ îáðàçàìè

G(x) = G1(x) + G2(x)

è ðàçíîñòü ñ îáðàçàìè
G(x) = G1(x)−G2(x)

òàêæå äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå v, v ∈ G(x), ïî
íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v).

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î âûâîäå ôîðìóëû ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàð-
ãèíàëüíîé ôóíêöèè. Äàäèì ñâîäêó ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîìó âîïðîñó.

Ïóñòü
R(x) = {y ∈ G(x) | f(x) = ϕ(x, y)}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÌÎ G(·) äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îò-
íîñèòåëüíî êîíóñà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé Γ(x, g, v) â òî÷êå v, v ∈ G(x), ïî
íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn.

Âïåðâûå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn ôóíêöèè f(·) áûëà ïîëó÷åíà
â [20] ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(·, ·) − íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ x è y âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ∂ϕ(x, y)/∂x è ∂ϕ(x, y)/∂y. Êðîìå
òîãî, ôóíêöèÿ ϕ(·, ·) âîãíóòà ïî y â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà R(x).
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Òåîðåìà 2.2.1. Ôóíêöèÿ f(·) ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ åñòü
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì g ∈ Rn è

∂f(x)

∂g
= sup

y∈R(x)
sup

w∈Γ(x,g,v)
[(

∂ϕ(x, y)

∂x
, g) + (

∂ϕ(x, y)

∂y
, w)].

Íèæå áóäåò ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂f(x)
∂g áåç ïðåäïîëîæåíèÿ âî-

ãíóòîñòè ϕ(·, ·) ïî y äëÿ ïðîèçâîëüíî ëèïøèöåâîãî ÌÎ G(·). Èçó÷àþòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè f(·). Âûâîä ôîðìóëû ∂f(x)

∂g

áóäåò ñäåëàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö p′′xq(·, ·), âèä êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðûõ
òèïîâ ÌÎ áóäåò ïîëó÷åí. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå àïïðîêñèìà-
öèè îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v), ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ñëó÷àåì ïî
ñðàâíåíèþ ñ àïïðîêñèìàöèåé îòíîñèòåëüíî Γ(x, g, v).

Òåîðåìà 2.2.1 ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âûâîäà íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà
ôóíêöèè âèäà

ϕ(x) = min
v∈∂εf(x)

‖ v ‖2,

ãäå f(·) : Rn → R− âûïóêëàÿ êîýðöèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

f(x)/ ‖ x ‖→ +∞
ïðè ‖ x ‖→ ∞.

Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ ïîñòðîåííîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîæíî ñòðî-
èòü íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé, ÷òî âàæíî äëÿ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå êâàçèäèôôåðåíöèàëîâ äëÿ òàêèõ
ôóíêöèé çàòðóäíèòåëüíî.

2.3 Èñ÷èñëåíèå ìíîæåñòâ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå âûâîäèòñÿ âèä ìíîæåñòâ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ
ñóììû G3(·) = G1(·)+G2(·) è ïåðåñå÷åíèÿ G1(·)∩G2(·) ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðà-
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æåíèé, åñëè äëÿ G1(·) è G2(·) ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé èçâåñòíû.

Ïóñòü íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå S ⊂ Rn çàäàíû íåïðåðûâíûå â ìåòðèêå Õà-
óñäîðôà ÌÎ ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè îáðàçàìè: Gi(·) : Rn → 2R

m

, i = 1, 2.

Îïðåäåëèì ÌÎ G3(·) : Rn → 2R
m ñ îáðàçàìè

G3(x) = G1(x) + G2(x)
def
= {v3 ∈ Rm | v3 = v1 + v2 ∀v1 ∈ G1(x), ∀v2 ∈ G2(x)}.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå x, g ∈ Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γi(x, g, v), vi ∈
Gi(x), i = 1, 2, 3, ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ÌÎ Gi(·), i = 1, 2, 3, â
òî÷êàõ vi, vi ∈ Gi(x), i = 1, 2, 3, ïî íàïðàâëåíèþ g ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Gi(·), i = 1, 2, äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà â òî÷êàõ vi ïî íàïðàâëåíèþ g îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ Γi(x, g, vi), i = 1, 2,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

V (x, v3) = {(v1, v2) | v1 ∈ G1(x), v2 ∈ G2(x), v1 + v2 = v3}.

Òåîðåìà 2.3.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Γ3(x, g, v3) = ∪(v1,v2)∈V (x,v3) (Γ1(x, g, v1) + Γ2(x, g, v2)). (2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå

Γ3(x, g, v3) ⊂ ∪(v1,v2)∈V (x,v3) (Γ1(x, g, v1) + Γ2(x, g, v2)). (2.2)

Ïóñòü w3 ∈ γ3(x, g, v3). Òîãäà ñóùåñòâóåò α0(w3) > 0, ÷òî

v3 + αw3 ∈ G3(x + αg) = G1(x + αg) + G2(x + αg) ∀α ∈ [0, α0(w3)].

Âåêòîð v3 + αw3 äëÿ ëþáîãî α > 0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû âåêòîðîâ
èç ìíîæåñòâ Gi(x + αg), i = 1, 2, :

v3 + αw3 = v1 + v2 + αy1(α) + αy2(α), ∀α ∈ [0, α0(w3)],

ãäå vi ∈ Gi(x), v3 = v1 + v2, αyi(α) → 0, i = 1, 2, ïðè α → +0,

vi + αyi(α) ∈ Gi(x + αg) ∀α ∈ [0, α0(w3)], i = 1, 2.
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Ïîñêîëüêó ÌÎ Gi(·), i = 1, 2, äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â
òî÷êàõ vi, i = 1, 2, ïî íàïðàâëåíèþ g îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ Γi(x, g, vi), i =

1, 2, ñîîòâåòñòâåííî, òî

vi + αyi(α) = vi + αwi(α) + oi(α), oi(α)/α →α→+0 0,

wi(α) ∈ Γi(x, g, vi) ∀α ∈ [0, α0(w3)], i = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

w3 = w1(α) + w2(α) + o1(α)/α + o2(α)/α ∀α ∈ [0, α0(w3)],

îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (2.2).
Äîêàæåì îáðàòíîå ê (2.2) âêëþ÷åíèå:

Γ3(x, g, v3) ⊃ ∪(v1,v2)∈V (x,v3) (Γ1(x, g, v1) + Γ2(x, g, v2)). (2.3)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå wi ∈ γi(x, g, vi), i = 1, 2. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâ
γi(x) èìååì

v1 + αwi ∈ Gi(x + αg) ∀α ∈ [0, α0(wi)], i = 1, 2.

Îòñþäà

v1+αw1+v2+αw2 = v3+α(w1+w2) ∈ G3(x+αg) ∀α ∈ [0, min(α0(w1), α0(w2))].

Ñëåäîâàòåëüíî,
w1 + w2 ∈ γ3(x, g, v3). (2.4)

Òàê êàê wi − ïðîèçâîëüíûå âåêòîðà èç ìíîæåñòâ γi(x, g, vi), i = 1, 2, òî èç (2.4)
èìååì âêëþ÷åíèå (2.3). Èç (2.2) è 2.3) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà
äîêàçàíà. 4

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàìûêàíèå â (2.1) ìîæíî óáðàòü.
Ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ ñëó÷àé çàäàíèÿ ÌÎ. Ïóñòü

Gi(x) = {v ∈ Rm | hij(x, v) ≤ 0 ∀j ∈ 1 : Ni}, i = 1, 2, (2.5)

ôóíêöèè hij(·, ·) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ x è v, âûïóêëû ïî v.

Ïðîèçâîäíûå ∂hij(x, v)/∂g, ∂hij(x, v)/∂v íåïðåðûâíû ïî x è v è intGi(x) 6= ∅
(óñëîâèå Ñëåéòåðà).
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Òåîðåìà 2.3.2. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Gi(·), i = 1, 2, âèäà (2.5) äëÿ v3 ∈ G3(x)

âåðíî ðàâåíñòâî

Γ3(x, g, v3) = ∪(v1,v2)∈V (x,v3) (Γ1(x, g, v1) + Γ2(x, g, v2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èçâåñòåí âèä ìíîæåñòâ
Γi(x, g, vi), i = 1, 2, [20]:

Γi(x, g, vi) =

{
Rm, åñëè Ri(x, vi) = ∅,
{w ∈ Rm | ∂hij(x,vi)

∂g + (
∂hij(x,vi)

∂v , w) ≤ 0 ∀j ∈ Ri(x, vi)},
ãäå

Ri(x, vi) = {j ∈ Ni | hij(x, vi) = 0}.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∂hij(x, vi)/∂v 6= 0. Ëåãêî âèäíî,
÷òî Γi(x, g, vi) åñòü ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâ ñ åäèíè÷íûìè íîðìàëüíûìè
âåêòîðàìè

qj =
∂hij(x, vi)

∂v
/ ‖ ∂hij(x, vi)

∂v
‖ j ∈ Ri(x, vi).

Ñóììà äâóõ òàêèõ ìíîæåñòâ äàåò â èòîãå ìíîæåñòâî, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîñòîèò
èç ãèïåðïëîñêîñòåé ñ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè

∩i=1,2 co {qj | j ∈ Ri(x, vi)}.

Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè
∂hij(x, vi)

∂g
,

∂hij(x, vi)

∂v

ïî vi ñëåäóåò, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ äëÿ (v1, v2) ∈ V (x, v3) äàåò
ìíîæåñòâî òàêîãî æå òèïà, à èìåííî: çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ãðàíèöà êîòîðîãî
ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðïëîñêîñòåé. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Ðàññìîòðèì ÌÎ Gi(·) : Rn → 2R
m

, i = 1, 2, è G3(·) : Rn → 2R
m

:

G3(x) = G1(x) ∩G2(x)
def
= {v3 ∈ Rm | äëÿ âñåõ v3, äëÿ êîòîðûõ v3 ∈ G1(x),

v3 ∈ G2(x)}.
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Òåîðåìà 2.3.3. Âåðíî ðàâåíñòâî

Γ3(x, g, v) = Γ1(x, g, v) ∩ Γ2(x, g, v)

äëÿ ëþáîãî v ∈ G3(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå

Γ3(x, g, v) ⊂ Γ1(x, g, v) ∩ Γ2(x, g, v) (2.6)

Âîçüìåì ëþáîå w ∈ γ3(x, g, v). Òîãäà ñóùåñòâóåò α0(w) > 0, ÷òî

v + αw ∈ G3(x + αg) = G1(x + αg) ∩G2(x + αg) ∀α ∈ [0, α0(w)].

Îòñþäà äëÿ i=1,2

v + αw ∈ Gi(x + αg) ∀α ∈ [0, α0(w)],

ò.å.
w ∈ γi(x, g, v) i = 1, 2,

èëè
w ∈ γ1(x, g, v) ∩ γ2(x, g, v),

îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (2.6).
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå

Γ3(x, g, v) ⊃ Γ1(x, g, v) ∩ Γ2(x, g, v) (2.7)

Âîçüìåì ëþáîå w ∈ Γ1(x, g, v) ∩ Γ(x, g, v). Òîãäà ñóùåñòâóåò α0(w) > 0, òàêîå
÷òî

v + αw ∈ Gi(x + αg), i = 1, 2,∀α ∈ [0, α0(w)],

îòêóäà

v + αw ∈ G1(x + αg) ∩G2(x + αg), i = 1, 2, ∀α ∈ [0, α0(w)],

ò.å.
w ∈ γ3(x, g, v),

îòêóäà ñëåäóåò âêëþ÷åíèå (2.7). Èç (2.6) è (2.7) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
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Çàìå÷àíèå 2.3.1. Òåîðåìû 2.3.1 - 2.3.3 âåðíû äëÿ êîíóñîâ êàñàòåëüíûõ íà-
ïðàâëåíèé Γ′(x, g, v), åñëè ÌÎ Gi(·), i = 1, 2, äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Γ′(x, g, v) â òî÷êå v ïî íàïðàâëåíèþ g.

2.4 Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû p′′xq(·, ·) äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ëèïøèöåâûõ
ÌÎ

Â ïàðàãðàôå 7 ãëàâû I áûëî äîêàçàíî, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

p(x, q) = max
v∈G(x)

(v, q)

äëÿ ëèïøèöåâîãî ÌÎ G(·) : Rn → 2R
m ïî÷òè âñþäó (ÏÂ) â Rn × Rm èìååò

âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ p′′xq(·, ·). Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 8 ãëàâû
I, ýòè ìàòðèöû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè α, δ− îáîáùåííûõ ìàòðèö
äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè
äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ, èñïîëüçóÿ ýòè ìàòðèöû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G(·) ≡ f(·), ãäå f(·) : Rn → Rm, òî

p(x, q) = (f(x), q)

è
p′′xq(x, q) = ∇f(x).

Íàéäåì âèä ìàòðèöû p′′xq(·, ·) äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àåìûõ âèäîâ çàäàíèÿ ÌÎ:

1. äëÿ ÌÎ, îáðàçû êîòîðîãî åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà
âåêòîð-ôóíêöèé:

G1(x) = co {fi(x) | i ∈ 1 : r},
ãäå fi(·) : Rn → Rm, i ∈ 1 : r,− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-
ôóíêöèè;



� 139 �

2. äëÿ ÌÎ âèäà

G2(x) = {y ∈ Rm | hi(x, y) ≤ 0 ∀i ∈ 1 : I},

ãäå hi(·, ·) : Rn × Rm → R, i ∈ 1 : I,− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ñèëüíî âûïóêëûå ïî y ôóíêöèè ñ íåïðåðûâíûìè ïî x è y ïðîèçâîäíûìè
âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2hi(x, y)

∂x∂y
,

∂2hi(x, y)

∂y2 .

Íàõîæäåíèå âèäà p′′xq(·, ·) âàæíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîäèôôåðåíöèðóåìîñòè
ôóíêöèè ýêñòðåìóìà ïî ÌÎ è íàõîæäåíèÿ âèäà åå êîäèôôåðåíöèàëà [15].

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

R(x) = {i ∈ 1 : r | p(x, q) = (fi(x), q)}.

ÌÎ G1(·), êàê íåòðóäíî âèäåòü, åñòü ëèïøèöåâî ÌÎ. Èç ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðà-
ôà 7 ãëàâû I ñëåäóåò, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ p(·, ·) ÌÎ G1(·) èìååò ÏÂ â
Rn × Rm âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ p′′(·, ·). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó (x̄, q̄) ∈ ℵ(G), ãäå ℵ(G) åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn×Rm, ãäå ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà p′′xq(·, ·). Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü, äëÿ ëþáîãî i ∈ R(x̄)

p′′xq(x̄, q̄) = ∇fi(x̄). (2.8)

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ìíîæåñòâî G2(x) ïðåäñòàâèìî â âèäå âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ y(x, q). Âåêòîð y(x, q) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ãðàíè÷íûé
âåêòîð ìíîæåñòâà G2(x) ñ íîðìàëüþ q ∈ Sm−1

1 (0) = {z ∈ Rm |‖ z ‖= 1}. Òàêèì
îáðàçîì

G2(x) = co {y(x, q) | q ∈ Sm−1
1 (0)}.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð q ∈ Sm−1
1 (0). Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

âåêòîð y(x, q), êîòîðûé äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç y(x). À òàêæå ôóíêöèþ
hi(·, ·), i ∈ 1 : I, äëÿ êîòîðîé hi(x, y(x, q)) = 0, áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü ÷åðåç
h(x, y(x)). Äàëåå ñ÷èòàåì, ñòî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíäåêñ i, äëÿ êîòîðîãî
hi(x, y(x, q)) = 0.
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Áóäåì èñêàòü ïðîèçâîäíóþ dy(x)/dx èç ñîîòíîøåíèÿ
∂h(x +4, y(x +4))

∂y
/ ‖ ∂h(x +4, y(x +4))

∂y
‖= ∂h(x, y(x))

∂y
/ ‖ ∂h(x, y(x))

∂y
‖,

(2.9)
ãäå ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.9) åñòü âåêòîð q, ‖ . ‖ − åâêëèäîâà
íîðìà âåêòîðà x.

Èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ
∂h(x +4, y(x +4))

∂y
=

∂h(x, y(x))

∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂x∂y
4+

+
∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
4+ ox,y(‖ 4 ‖),

‖ x +4 ‖=‖ x ‖ +(
x

‖ x ‖ ,4) + ox(‖ 4 ‖), (2.10)

ãäå ox,y(‖ 4 ‖)/ ‖ x ‖→ 0, ox(‖ 4 ‖)/ ‖ x ‖→ 0 ðàâíîìåðíî ïî x, y, ïðèíàäëå-
æàùèì ïðîèçâîëüíûì êîìïàêòàì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Èç (2.10)
èìååì

‖ ∂h(x +4, y(x +4))

∂y
‖=‖ ∂h(x, y(x))

∂y
‖ +(

∂h(x, y(x))/∂y

‖ ∂h(x, y(x))/∂y ‖ ,

(
∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4+ õx,y(‖ 4 ‖).

Óðàâíåíèå (2.9) ïåðåïèøåì â âèäå
∂h(x +4, y(x +4))

∂y
‖ ∂h(x, y(x))

∂y
‖= ∂h(x, y(x))

∂y
‖ ∂h(x +4, y(x +4))

∂y
‖ .

(2.11)
Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.11) ðàâíà

∂h(x, y(x))

∂y
[ ‖ ∂h(x, y(x))

∂y
‖ +(

∂h(x, y(x))

∂y
/ ‖ ∂h(x, y(x))

∂y
‖,

(
∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
))4] + ox,y(‖ 4 ‖). (2.12)

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.11) ðàâíà

‖ ∂h(x, y(x))

∂y
‖ ∂h(x +4, y(x +4))

∂y
=‖ ∂h(x, y(x))

∂y
‖ [

∂h(x, y(x))

∂y
+
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+(
∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4] + ox,y(‖ 4 ‖). (2.13)

Ïðèðàâíèâàÿ (2.12) è (2.13), ïîëó÷èì

∂h(x, y(x))

∂y
(
∂h(x, y(x))

∂y
, (

∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4) + ox,y(‖ 4 ‖) =

= (
∂h(x, y(x))

∂y
)2[ (

∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4] + ox,y(‖ 4 ‖) (2.14)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.14) åñòü

A(x, y(x))(
∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4+ ox,y(‖ 4 ‖),

ãäå
A(x, y(x)) = (

∂h(x, y(x))

∂y
)(

∂h(x, y(x))

∂y
)∗,

∂h(x, y(x))/∂y− m-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö, *−çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Ðàâåíñòâî (2.14) ïåðåïèøåì â âèäå

A(x, y(x))(
∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4 =

= (
∂h(x, y(x))

∂y
)2 (

∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4,

èëè

(A(x, y(x))− (
∂h(x, y(x))

∂y
)2Em)(

∂2h(x, y(x))

∂x∂y
+

∂2h(x, y(x))

∂y2

dy(x)

dx
)4 = 0m,

(2.15)
ãäå Em− m-ìåðíûé åäèíè÷íûé âåêòîð (âñå êîîðäèíàòû ðàâíû åäèíèöå), 0m−
m-ìåðíûé íóëåâîé âåêòîð â Rm.

Ðàâåíñòâî (2.9) îäíîçíà÷íî äëÿ 4 = g, g ∈ Rn, îïðåäåëÿåò êðèâóþ
y(x + αg, q), α ∈ [0, α0], α0 > 0, à çíà÷èò è êàñàòåëüíóþ ∂y(x, q)/∂g. Ïîýòîìó,
ïîëàãàÿ äëÿ ëþáîãî g ∈ Rn

dy(x)

dx
= −(

∂2h(x, y(x))

∂y2 )−1∂
2h(x, y(x))

∂x∂y
, (2.16)

ïîëó÷èì òîæäåñòâî â ðàâåíñòâå (2.15), à çíà÷èò è òîæäåñòâî â ðàâåíñòâå (2.9).
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Âñëåäñòâèå ñèëüíîé âûïóêëîñòè ïî y ôóíêöèè h(x, y) ìàòðèöà
∂2h(x, y(x, q))/∂y2 íåîñîáàÿ, à ïîýòîìó − îáðàòèìàÿ. Ïîñêîëüêó (2.16) íå çà-
âèñèò îò g, òî (2.16) è åñòü èñêîìàÿ ôîðìóëà. Åñëè ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî
ôóíêöèé hi(x, y(x, q)) = 0, i ∈ 1 : m, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âèäà ìàòðèöû dy(x,q)

dx

íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î íåÿâíîé ôóíêöèè. Â èòîãå èìååì
dy(x, q)

dx
=

(
∂hi(x,y)

dy

)−1

i∈ ¯1:m

(
∂hi(x,y)

dx

)
i∈ ¯1:m

,

ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîðû
∂hi(x, y)

dy

äëÿ i ∈ 1 : m ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ
p′′xq(·, ·) âàæíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè max(min)

ïî ìíîãîçíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ (ÌÎ).
Äàäèì îïðåäåëåíèå êîäèôôåðåíöèðóåìîñòè [15].

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ôóíêöèÿ f(·) : Rn → R íàçûâàåòñÿ êîäèôôåðåíöèðóå-
ìîé â òî÷êå x ∈ Rn, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå âûïóêëûå êîìïàêòû df(x) ⊂
Rn+1, df(x) ⊂ Rn+1, ÷òî

f(x +4) = f(x) + max
(a,v)∈df(x)

[a + (v,4)] + min
(b,w)∈df(x)

[b + (w,4)] + ox(‖ 4 ‖),

ãäå a, b ∈ R, v, w ∈ Rn, ox(‖ 4 ‖)/ ‖ 4 ‖→ 0 ïðè ‖ 4 ‖→ 0. Ïàðà ìíîæåñòâ
Df(x) = [df(x), df(x)] íàçûâàåòñÿ êîäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(·) â òî÷êå
x, à df(x) è df(x) − ñîîòâåòñòâåííî ãèïîäèôôåðåíöèàëîì è ãèïåðäèôôåðåí-
öèàëîì.

Åñëè îòîáðàæåíèå Df(·) : Rn → 2R
n × 2R

n ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíî â òî÷-
êå x, òî ôóíêöèÿ f(·) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî êîäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
x. Òàêîé, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ (âîãíóòàÿ) ôóíêöèÿ.
Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà íåïðåðûâíî êîäèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî êîäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé
[15].
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Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ âèäà

ψ1(x) = max
y∈G1(x)

ϕ(x, y),

ãäå
G1(x) = co {fi(x) | i ∈ 1 : r},

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî êîäèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè ϕ(·, ·), ϕx(·, ·), ϕy(·, ·) ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Ïåðåéäåì îò ñâÿçàííûõ îãðàíè÷åíèé ê íåñâÿçàííûì, ò.å. ê âèäó

ψ1(x) = max

0 ≤ αi ≤ 1,∑r
1 αi = 1

ϕ(x,

r∑
1

αifi(x)).

Ïîëàãàÿ
Br

1 = {αi | 0 ≤ αi ≤ 1,
r∑
1

αi = 1},

ïåðåïèøåì ôóíêöèþ ψ1(·) â âèäå

ψ1(x) = max
αi∈Br

1

ϕ(x,
r∑
1

αifi(x)).

Ïîëó÷èì â ÿâíîì âèäå êîäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ψ1(·) â òî÷êå x. Âåðíî ðàç-
ëîæåíèå

ψ1(x +4) = max
αi∈Br

1

ϕ(x +4,

r∑
1

αifi(x +4)) = max
αi∈Br

1

[ϕ(x,

r∑
1

αifi(x))+

+(ϕ′x(x,

r∑
1

αifi(x)),4) + (ϕ′y(x,

r∑
1

αifi(x)), (
r∑
1

αif
′
i(x))4) + ox(‖ 4 ‖, αi)] =

= ψ1(x) + max
αi∈Br

1

[ϕ(x,

r∑
1

αifi(x))− ψ1(x) + (ϕ′x(x,

r∑
1

αifi(x)),4)+

+((
r∑
1

αif
′
i(x))∗ϕ′y(x,

r∑
1

αifi(x)),4)] + ox(‖ 4 ‖) =
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= ψ1(x) + max
(a,v)∈dψ1(x)

[a + (v,4)] + ox(‖ 4 ‖),

ïðè÷åì ox(‖ 4 ‖)/ ‖ 4 ‖→ 0 ðàâíîìåðíî ïî x èç ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî êîìïàêòà. Ñëåäîâàòåëüíî, Dψ1(x) = [dψ1(x), 0n+1], ãäå

dψ1(x) = {[a, v] | a ∈ A1(x), v ∈ V1(x)},

A1(x) = co {ϕ(x,

r∑
1

αifi(x))− ψ1(x) | αi ∈ Br
1},

V1(x) = co {ϕ′x(x,
r∑
1

αifi(x)) + (
r∑
1

αif
′
i(x))∗ϕ′y(x,

r∑
1

αifi(x)) | αi ∈ Br
1}.

Ôóíêöèÿ
ψ2(x) = min

y∈G1(x)
ϕ(x, y)

èìååò êîäèôôåðåíöèàë â òî÷êå x âèäà Dψ2(x) = [0n+1, dψ2(x)], ãäå

dψ2(x) = {[a, v] | a ∈ A2(x), v ∈ V2(x)},

ìíîæåñòâà A2(x) è V2(x) èìåþò âèä, àíàëîãè÷íûé âèäó A1(x) è V1(x).

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé çàäàíèÿ ÌÎ.
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ3(x) = max
y∈G2(x)

ϕ(x, y),

ãäå
G2(x) = {y ∈ Rm | hi(x, y) ≤ 0, i ∈ 1 : I}

è íà ôóíêöèè hi(·, ·) íàëîæåíû óñëîâèÿ, îïðåäåëåííûå âûøå, ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíî êîäèôôåðåíöèðóåìîé. Íàéäåì âèä åå êîäèôôåðåíöèàëà.

Ìíîæåñòâî G2(x) ïðåäñòàâèìî â âèäå âûïóêëîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ y(x, q).

Âåêòîð y(x, q) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ãðàíè÷íûé âåêòîð ìíîæåñòâà G2(x) ñ íîð-
ìàëüþ q ∈ Sm−1

1 (0) = {z ∈ Rm |‖ z ‖= 1}. Òàêèì îáðàçîì,

G2(x) = co {y(x, q) | q ∈ Sm−1
1 (0)}.
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Ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè [17] ôóíêöèþ ψ3(·) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè m + 1 âåêòîðîâ

ψ3(x) = max

αi ∈ Bm+1
1 ,

qi ∈ Sm−1
1 (0)

ϕ(x,

m+1∑
i=1

αiy(x, qi)).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äëÿ y′(·) èëè äëÿ p′′xq(·, ·), ïåðåïèøåì ôóíêöèþ ψ3(·) â âèäå

ψ3(x +4) = max

αi ∈ Bm+1
1

qi ∈ Sm−1
1 (0)

ϕ(x +4,

m+1∑
i=1

αiy(x +4, qi)) =

= max

αi ∈ Bm+1
1

qi ∈ Sm−1
1 (0)

[ϕ(x,
m+1∑
i=1

αiy(x, qi)) + (ϕ′x(x,
m+1∑
i=1

αiy(x, qi)),4)+

+((
m+1∑

i=1

αiy
′(x, qi))

∗ϕ′y(x,

m+1∑

i=1

αiy(x, qi)),4)] + o(‖ 4 ‖) =

= ψ3(x) + max
(a,v)∈dψ3(x)

[a + (v,4)] + o(‖ 4 ‖),

ãäå ìíîæåñòâî dψ3(x) îïðåäåëåíî íèæå.
Ñëåäîâàòåëüíî,

Dψ3(x) = [dψ3(x), 0n+1],

dψ3(x) = {(a, v) | a ∈ A3(x), v ∈ V3(x)},

A3(x) = co {ϕ(x,

m+1∑
i=1

αiy(x, qi))− ψ3(x) | αi ∈ Bm+1
1 , qi ∈ Sm−1

1 (0)},

V3(x) = co {ϕ′x(x,

m+1∑

i=1

αiy(x, qi))−((
m+1∑

i=1

αi(
∂2hji

(x, y(x, qi))

∂y2 )−1∂
2hji

(x, y(x, qi))

∂x∂y
)∗

ϕ′y(x,

m+1∑
i=1

αiy(x, qi))) | αi ∈ Bm+1
1 , qi ∈ Sm−1

1 (0), ji ∈ 1 : I, i ∈ 1 : (m + 1)},
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ãäå hji
(x, y(x, qi)) = 0.

Ôóíêöèÿ
ψ4(x) = min

y∈G2(x)
ϕ(x, y)

èìååò êîäèôôåðåíöèàë â òî÷êå x âèäà Dψ4(x) = [0n+1, dψ4(x)], dψ4(x) =

{(a, v) | a ∈ A4(x), v ∈ V4(x)}. Ìíîæåñòâà A4(x) è V4(x) èìåþò àíàëîãè÷íûé
âèä ñ ìíîæåñòâàìè A3(x) è V3(x).

2.5 Àïïðîêñèìàöèÿ ÌÎ. Âèä êîíóñà Áóëèãàíà äëÿ ëèïøèöåâî-
ãî ÌÎ ÷åðåç ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé
ôóíêöèè.

Â ïàðàãðàôå 2 áûëà ââåäåíà àïïðîêñèìàöèÿ ÌÎ G(·) îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî
ìíîæåñòâà B. Ïîñêîëüêó G(·) ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé
òî÷êè, òî ìíîæåñòâî B ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü çàâèñÿùèì îò òî÷êè x.
Òîãäà ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ àïïðîêñèìàöèè îäíîãî ÌÎ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî
ÌÎ.

Òàê æå, êàê è ðàíåå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ìíîæåñòâà:

1. êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé: Γ(x, g, v),

2. êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé: Γ′(x, g, v),

3. êîíóñ äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé: Γ̃(x, g, v).

Ýòè ìíîæåñòâà áûëè îïðåäåëåíû â ïàðàãðàôå 1. Äàëåå áóäåì èçó÷àòü àïïðîê-
ñèìàöèþ ëèïøèöåâîãî ÂÊÌÎ G(·) : Rn → 2R

m îòíîñèòåëüíî ýòèõ ìíîæåñòâ.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v ∈ G(x), x, g ∈ Rn, ââåäåì ìíîæåñòâî

B(x, g, v) =





{w ∈ Rm | (w, q) ≤ maxA∈B(x,v)(Ag, q) ∀q ∈ P (x, v)},
åñëè P (x, v) 6= ∅,
Rm,

åñëè P (x, v) = ∅,
ãäå

B(x, v) = co {A[m× n] | A =
m+1∑
i=1

βiA(vi), v =
m+1∑
i=1

βivi,

m+1∑
i=1

βi = 1,

βi ≥ 0, A(vi) = lim

xi(α) →α→+0 x

qi(α) →α→+0 q

p′′xq(xi(α), qi(α)),

{vi(α)} = R(xi(α), qi(α)), (xi(α), qi(α)) ∈ ℵ(G)},
xi(α) = x + αg + oi(α), qi(α) →α→+0 q, vi(α) →α→+0 vi, q ∈ P (x, v),

qi(α) ∈ P (xi(α), vi(α)), ‖qi(α)− q‖/α ≤ c, oi(α)/α →α→+0 0,

à òàêæå

R(xi(α), qi(α)) = {y ∈ G(xi(α)) | (y, qi(α)) = max
u∈G(xi(α))

(u, qi(α))},

P (x, v) = {q ∈ Sm−1
1 (0) | (v, q) = max

y∈G(x)
(y, q)},

ℵ(G)− âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â Rn × Rm, ãäå ñóùåñòâóþò p′′xq(·, ·). Çäåñü
ri(α) = (xi(α), qi(α))− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî α êðèâûå, âäîëü
êîòîðûõ ÏÂ ñóùåñòâóþò p′′xq(·, ·) ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðè α → +0, c−
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B(x, g, v) 6= ∅. Çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà B(x, v) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 1.3.2.

Ëåììà 2.5.1. Âåðíî âêëþ÷åíèå

Γ̃(x, g, v) ⊂ B(x, g, v).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò âåêòîð w ∈
Γ̃(x, g, v) è w /∈ B(x, g, v). Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå β̄i, v̄i, A(v̄i), i ∈ 1 : (m + 1),

ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà B(x, v), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî q̄ ∈ P (x, v)

âåðíî íåðàâåíñòâî

(w, q̄) > max
A∈B(x,v)

(Ag, q̄) = (
m+1∑
i=1

β̄iA(vi)g, q̄). (2.17)

Íî òîãäà äëÿ ìàëûõ 4q

(w, q̄ +4q) > (
m+1∑
i=1

β̄iA(vi)g, q̄ +4q).

Âûâåäåì èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû.
Ðàññìîòðèì êðèâóþ r(α) = (x + αg + o(α), q̄ + 4q(α)) ∈ Rn × Rm, âäîëü

êîòîðîé ÏÂ ñóùåñòâóþò âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå p′′xq(·, ·). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî

‖ 4q′(α) ‖≤ c, 4q(0) = 0.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ p(·, ·) ëèïøèöåâà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ [57], òî ñó-
ùåñòâóåò êîíñòàíòà c1 > 0 òàêàÿ, ÷òî

| p(r(α))− p(r(0)) |≤ c1 α,

ò.å. ϕ(α) = p(r(α)) ëèïøèöåâà ïî α ∈ [0, α0], α0 > 0, à ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÏÂ
äèôôåðåíöèðóåìà ïî α, è âåðíî èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî

ϕ(α)− ϕ(0) =

∫ α

0
ϕ′τ(τ)dτ. (2.18)

Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ α → y(α) ∈ G(x + αg + o(α)) òàêóþ, ÷òî

y(α) ∈ arg max
v∈G(x+αg+o(α))

(v, q(α)),

ãäå α ∈ [0, α0], α0 > 0, q(α) = q̄ + 4q(α), y(α) →α→+0 y(0) ∈ G(x). Òàêóþ
âåêòîð-ôóíêöèþ âñåãäà âûáðàòü ìîæíî. Äëÿ ðàçíûõ 4q(·) ïîëó÷àåì ðàçíûå
âåêòîð-ôóíêöèè y(·).
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Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, âåêòîð-ôóíêöèÿ y(·) ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìà ïî
α ∈ [0, α0] è èç (2.18) èìååì äëÿ 0 ≤ α ≤ α0

(y(α), q(α)) = (y(0), q̄) +

∫ α

0
[(y′τ(τ), q(τ)) + (y(τ), q′τ(τ))]dτ. (2.19)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y(α) →α y(0), âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ìîæíî
çàìåíèòü íà (y(0), q′(τ)). Ïðè ýòîì îøèáêà áóäåò íå áîëüøå, ÷åì

α c max
τ∈[0,α0]

‖ y(τ)− y(0) ‖= õ(α).

Òîãäà (2.19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(y(α), q(α)) = (y(0), q(α)) +

∫ α

0
(A(τ)g, q(τ))dτ + ô(α). (2.20)

Çäåñü
A(τ)g(τ) = y′τ(τ)

â òî÷êàõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ y′τ(·) ñóùåñòâóåò, g(τ) = g + o′(τ).

Âîçüìåì âåêòîð-ôóíêöèè

v̄i(x + αg + o(α)) ∈ G(x + αg + o(α)), i ∈ 1 : (m + 1), α ∈ [0, α0],

ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà B(x, v), è òàêèå, ÷òî

v̄i(x + αg + o(α)) →α→+0 v̄i(x)

è
m+1∑
i=1

β̄iv̄i(x) = v

äëÿ
m+1∑

i=1

β̄i = 1, β̄i ≥ 0.

Çà ñ÷åò âûáîðà áåñêîíå÷íî ìàëîé âåêòîð-ôóíêöèè o(·) äîáüåìñÿ ÷òîáû âåêòîð-
ôóíêöèè v̄i(·), i ∈ 1 : (m + 1) áûëè ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [0, α0],

α0 > 0, è

(v̄i)
′
x(x + αg + o(α)) = Ai(x + αg + o(α)) −→α→+0 A(v̄i).
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Èç (2.17) èìååì

max
A∈B(x,v)

(Ag, q̄) = (
m+1∑
i=1

β̄iA(v̄i)g, q̄),

à ïîýòîìó âåêòîðû v̄i(·), i ∈ 1 : (m+1), îáðàçóþò ãðàíü ìíîæåñòâà G(x+αg +

o(α)) ïðè ìàëûõ α > 0. Ïóñòü q̄ + 4q(α) íîðìàëü ê ýòîé ãðàíè. Ïîñêîëüêó
íîðìû ìàòðèö Ai(·) îãðàíè÷åíû ñâåðõó (ñì. ïàðàãðàô 1.7), òî íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ‖ 4q′(α) ‖≤ c äëÿ íåêîòîðîãî c > 0, α > 0. Èç (2.20) äëÿ ìàëûõ
α > 0 èìååì

(
m+1∑
i=1

β̄iv̄i(x + αg + o(α)), q̄ +4q(α)) = (
m+1∑
i=1

β̄iv̄i(x), q̄ +4q(α))+

+

∫ α

0
(
m+1∑
i=1

β̄iAi(x + τg + o(τ))g, q̄ +4q(τ))dτ + o(α) <

< (
m+1∑

i=1

β̄iv̄i(x), q̄ +4q(α)) + α(w, q̄ +4q(α)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèÿõ o(·, w) è o(·) ïðè
ìàëûõ α áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

(v + αw + o(α, w), q̄ +4q(α)) > p(x + αg, q̄ +4q(α)),

ò.å. w /∈ Γ̃(x, g, v). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà äîêàçàíà. 4
Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåðû ÌÎ, êîãäà ìíîæåñòâî Γ(x, g, v) ïóñòî. Íàïðèìåð,

äëÿ ÌÎ G(·) ≡ f(·) : R → R, ãäå f(x) = x2 ìíîæåñòâî Γ(0, 1, 0) = {∅}, õîòÿ
Γ̃(0, 1, 0) = Γ′(0, 1, 0) = {0}.

Òåîðåìà 2.5.1. Äëÿ ëèïøèöåâîãî âûïóêëîçíà÷íîãî ÌÎ G(·) ìíîæåñòâî
Γ̃(x, g, y) âíå çàâèñèìîñòè îò îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâî B(x, g, y), y ∈
G(x), g ∈ Rn, âñåãäà íå ïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ y(·) : R→ Rm :

y(x(α)) ≡ y(x + αg + o(α)) ∈ R(x + αg + o(α), q +4q(α)),



� 151 �

4q(α) →α→+0 0, y(x(α)) →α→+0 y(x(0)) = y,

q ∈ P (x, y) = {q ∈ Sm−1
1 (0) | (y, q) = max

v∈G(x)
(v, q)}.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè åñòü ïëîñêàÿ ÷àñòü σ(x) ãðàíèöû ΓG(x), êîòîðîé ïðè-
íàäëåæèò âåêòîð y è êîòîðàÿ òàêæå íåïðåðûâíî ïåðåõîäèò â ïëîñêóþ ÷àñòü
σ(x + αg + o(α)) ãðàíèöû ΓG(x+αg+o(α)), òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âåêòîð-
ôóíêöèþ

y(x(α)) ≡ y(x + αg + o(α)) =
m+1∑
i=1

βiyi(x + αg + o(α)),

ãäå yi(x+αg+o(α))− êðàéíèå âåêòîðû, ïðèíàäëåæàùèå σ(x+αg+o(α)), yi(·)−
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñâîåãî àðãóìåíòà,

yi(x + αg + o(α)) →α→+0 yi(x) ∈ σ(x),

y =
m+1∑

i=1

βiyi(x),
m+1∑

i=1

βi = 1, βi ≥ 0.

Åñëè ïîäìíîæåñòâî σ(x) ãðàíèöû ΓG(x) ïåðåñòàåò áûòü ïëîñêîé, òî ñóùåñòâî-
âàíèå íåïðåðûâíîé âåêòîð-ôóíêöèè y(·) : R → Rm äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òî÷êè ãðàíèöû ìíîæåñòâà G(x+αg + o(α)),

êîòîðûå ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïðè α → +0. Òàêèå òî÷êè îáÿçàòåëüíî ñó-
ùåñòâóþò êàê äëÿ ïëîñêèõ, òàê è äëÿ íåïëîñêèõ ÷àñòåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà
G(x+αg +o(α)), α > 0. Âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè âûòåêàþò èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ.
Êðîìå òîãî, çà ñ÷åò âûáîðà âåêòîðîâ 4q(α) è o(α) ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû
âåêòîð-ôóíêöèÿ y(·) áûëà ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [0, α0], α0 > 0.

Òîãäà âåðíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

y(x(α)) = y(x) +

∫ α

0
A(τ)g(τ)dτ = y(x) + αw(α), (2.21)

ãäå

g(α) = g + o′(α), A(α) = p′′xq(x + αg + o(α), q +4q(α)), A(α)g(α) = y′α(x(α))
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â òî÷êàõ, ãäå ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò, w(τ)− îáîáùåííûé ãðàäèåíò âåêòîð-
ôóíêöèè y(·) â íåêîòîðîé òî÷êå x(τ), τ ∈ [0, α].

Íîðìû âåêòîðîâ w(α) îãðàíè÷åíû, òàê êàê ‖ A(α) ‖≤ L (ñì. ñëåäñòâèå
1.7.1) è

‖ w(α) ‖=‖ α−1
∫ α

0
A(τ)g(τ)dτ ‖≤ L ‖ g ‖ +ε(α),

ãäå ε(α) →α→+0 0 ïðè α → +0. Ïîýòîìó âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {αk}, αk →k +0, äëÿ êîòîðîé wk →k w̄. À òîãäà âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

y(x(αk)) = y(x) + αk w̄ + o(αk),

ãäå o(αk)/αk →k 0, ò.å. w̄ ∈ Γ̃(x, g, y). Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5.2. Äëÿ ëèïøèöåâîãî âûïóêëîçíà÷íîãî êîìïàêòíîãî ÌÎ G(·) :

Rn → 2R
m ïðè óñëîâèè íåïóñòîòû B(x, g, y) (èëè B(x, y)) äëÿ ëþáûõ y ∈ G(x)

è g ∈ Rn èìååò ìåñòî Γ′(x, g, y) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A ∈ B(x, y). Èç îïðå-
äåëåíèÿ ìíîæåñòâà B(x, y) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåêòîð- ôóíêöèÿ
y(·), y(x(τ)) = y(x + τg + o(τ)), ÷òî

y′x(x(τ)) = A(τ) −→τ→+0 A(0) = A ∈ B(x, y).

Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.5.1, áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâ-
íóþ, ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìóþ íà îòðåçêå [0, α] êðèâóþ

y(x(α)) = y(x+αg+o(α)) ∈ R(x+αg+o(α), q+4q(α)), x(α) = x+αg+o(α)

òàêóþ, ÷òî y(x(α)) →α→+0 y(x(0)) = y ∈ R(x, q), q ∈ P (x, q).

Èç 2.21 èìååì

y(α)− y − αA(0)g =

∫ α

0
[A(τ)g(τ)− A(0)g]dτ + õ(α).
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Îòñþäà

‖ y(α)− y − αA(0)g ‖≤ α sup
τ∈[0,α]

‖ A(τ)g(τ)− A(0)g ‖ + ‖ õ(α) ‖= ô(α),

ãäå ô(α)/α →α→+0 0. Ñëåäîâàòåëüíî, A(0)g ∈ Γ′(x, g, y), ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Èíòåðåñíû óñëîâèÿ, êîãäà ìíîæåñòâà Γ(x, g, v), Γ′(x, g, v), Γ̃(x, g, v) ñîâïà-
äàþò.

Òåîðåìà 2.5.3. Åñëè B(x, g, v) 6= ∅, òî

Γ′(x, g, v) = Γ̃(x, g, v) = B(x, g, v). (2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.5.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2.22) äî-
ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà w ∈ riB(x, g, v) (riB(x, g, v) − îòíîñè-
òåëüíàÿ âíóòðåííîñòü B(x, g, v)) è w /∈ Γ̃(x, g, v). Ïóñòü òàêîå w ñóùåñòâóåò.
Èç îïðåäåëåíèÿ Γ̃(x, g, v) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå α0(w) > 0 òàêîãî, ÷òî

v + αw /∈ G(x + αg) ∀α ∈ (0, α0(w)) (2.23)

Âîçüìåì q̄ ∈ Rm, ‖ q̄ ‖, â âèäå

q̄ =
w − w̄

‖ w − w̄ ‖ , w̄ = arg min
y∈Γ̃(x,g,v)

‖ w − y ‖ .

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îïîðíûõ âåêòîðîâ äëÿ Γ̃(x, g, v) ïðèíàäëåæèò
P (x, v). Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî q̃ /∈ P (x, v)

max
y∈Γ̃(x,g,v)

(y, q̃) = (w̃, q̃), w̃ ∈ Γ̃(x, g, v),

òî w̃ + βq̃ òàêæå ïðèíàäëåæèò Γ̃(x, g, v) äëÿ ìàëûõ β > 0.

Ââåäåì ìíîæåñòâî

Pδ(x, v) = {q ∈ Sm−1
1 (0) | ρH(q, P (x, v)) ≤ δ}.
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Èç ëåììû 2.5.1 è âèäà ìíîæåñòâà B(x, g, v) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû èç P (x, v)

ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè âåêòîðàìè ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q̂ ∈
P (x, v) îïðåäåëèì âåêòîð

ŵ = ŵ(q̂) ∈ arg max
y∈Γ̃(x,g,v)

(y, q̂).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1. q ∈ Pδ(x, v),

2. q /∈ Pδ(x, v).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ > 0, êîãäà q̃ /∈ Pδ(x, v), ñóùåñòâóåò
δ1 = δ1(δ) > 0, ÷òî

(w̃, q) ≤ (ŵ, q)− δ1 ∀q ∈ Pδ(x, v).

Òîãäà äëÿ ìàëûõ β > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

(w̃ + βq̃, q) ≤ (ŵ, q)− δ1/2 ∀q ∈ Pδ(x, v),

à ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìàëûõ β > 0, αk = αk(ŵ) > 0, αk → +0 äëÿ k → +∞,

(v + αk(w̃ + βq̃), q) < (v + αkŵ + o(αk, ŵ), q) ≤ p(x + αkg, q) ∀q ∈ Pδ(x, v),

Ñëó÷àé âòîðîé: q /∈ Pδ(x, v).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò δ2 = δ2(δ) > 0, ÷òî

(v, q) < p(x, q)− δ2 ∀q /∈ Pδ(x, v).

Îòñþäà äëÿ ìàëûõ β > 0, αk > 0,

(v + αk(w̃ + βq̃), q) < p(x + αkg, q)− δ2/2 ∀q /∈ Pδ(x, v).

Èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ β > 0

w̃ + βq̃ ∈ Γ̃(x, g, v),
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÷åãî áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó w̃ ïðèíàäëåæèò ãðàíèöå ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v) ñ
íîðìàëüþ q̃.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî îïîðíûõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v) ïðè-
íàäëåæèò P (x, v).

Ïîñêîëüêó Γ̃(x, g, v) è B(x, g, v) âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, òî äëÿ
âåêòîðà q̄ è íåêîòîðîãî ìàëîãî ε > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

(w, q̄) < max
A∈B(x,v)

(Ag, q̄)− ε, ε > 0. (2.24)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q(α) åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê G(x + αg), äëÿ êîòî-
ðîãî äëÿ ìàëûõ α > 0

(v + αw, q(α)) > p(x + αg, q(α)) (2.25)

è q(α) →α→+0 q̄. Òàêèå âåêòîðû q(α) îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó äëÿ
íåêîòîðîãî µ > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

(w, q̄) > max
u∈Γ̃(x,g,v)

(u, q̄) + µ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ā òó ìàòðèöó èç B(x, v), ãäå

max
A∈B(x,v)

(Ag, q̄) = (Āg, q̄).

Èç (2.24) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàëûõ δ > 0 ñóùåñòâóåò α1 = α1(δ, ε) > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû D[m× n] èç ìíîæåñòâà

{D[m× n] | D ∈ Ā + δSmn−1
1 (0)},

ãäå Smn−1
1 (0) = {A[m× n] |‖ A ‖= 1}, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(w, q(α)) < (Dg, q(α))− ε/2 ∀α ∈ (0, α1(δ, ε)). (2.26)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç (2.26) äëÿ ìàëûõ α ∈ (0, α1(δ, ε)) > 0 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

(v + αw, q(α)) ≤ p(x + αg, q(α)) = p(x, q̄)+
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+

∫ α

0
(p′′xq(x + τg + o1(τ), q(τ))g, q(τ))dτ + o(α) (2.27)

ãäå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè o1(·) è O(·) âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî-
áû ÏÂ íà êðèâîé

r(α) = (x + αg + o1(α), q̄ + O(α)) ∈ Rn × Rm

äëÿ α ∈ [0, α1], α1 > 0, ñóùåñòâîâàëà âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ p′′xq(·, ·) è

p′′xq(r(α)) −→α→+0 Ā.

Íî (2.27) ïðîòèâîðå÷èò (2.25). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâà-
íèè âåêòîðà w, ñäåëàííîå â íà÷àëå, íåâåðíî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî

Γ′(x, g, v) = B(x, g, v).

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.5.3 (ñì. íåðàâåíñòâî (2.27)) ñëåäóåò ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5.4. Åñëè Γ(x, g, v) 6= ∅ è B(x, g, v) 6= ∅ äëÿ v ∈ G(x) è g ∈ Rn, òî

Γ(x, g, v) = B(x, g, v).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 2.5.3 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ îïîðíûõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Γ(x, g, v) ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó P (x, v). Åñëè òåîðåìà 2.5.4 íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ñóùåñòâóåò w ∈ B(x, g, v)

è w /∈ Γ(x, g, v). Èç íåðàâåíñòâà (2.27), êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì, ñëåäóåò, ÷òî w ∈ Γ(x, g, v). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà
äîêàçàíà. 4

Ïîêàæåì, ÷òî ÌÎ G(·) äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå
v ∈ G(·) ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v), ò.å. äëÿ
ëþáûõ âåêòîðîâ

v + αkw
′
k ∈ G(x + αkg),
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ãäå αkw
′
k →k 0, âåðíî ïðåäñòàâëåíèå

v + αkw
′
k = v + αkwk + o(αk)

äëÿ wk ∈ Γ̃(x, g, v), o(αk)/αk →k 0 ïðè αk →k +0, k = 1, 2, ..., åñëè B(x, g, v) 6=
∅.

Òåîðåìà 2.5.5. ÌÎ G(·) äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå
v ∈ G(·) ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v), åñëè
B(x, g, v) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

v + αkw
′
k ∈ G(x + αkg), (2.28)

ãäå αkw
′
k →k 0. Ïîêàæåì, ÷òî

ρH(w′
k, Γ̃(x, g, v)) −→k 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò a > 0 ÷òî

ρH(w′
k, Γ̃(x, g, v)) ≥ a

äëÿ âñåõ k > K. Ïîëîæèì
qk =

w′
k − yk

‖ w′
k − yk ‖ ,

ãäå
yk = arg min

y∈Γ̃(x,g,v)
‖ w′

k − y ‖ .

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 2.5.4), ÷òî qk ∈ P (x, v). Ïîñêîëüêó P (x, v)

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

lim
k

qk = q̄.

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k

(w′
k, q̄) > max

y∈Γ̃(x,g,v)
(y, q̄) + a/2. (2.29)
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Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.3 Γ̃(x, g, v) = B(x, g, v), òî ïåðåïèøåì (2.29) â
âèäå

(w′
k, q̄) > max

y∈B(x,g,v)
(y, q̄) + a/2. (2.30)

Ïóñòü
max

y∈B(x,g,v)
(y, q̄) = (Āg, q̄). (2.31)

Âîçüìåì òàêóþ êðèâóþ r(α) = (x + αg + o1(α), q̄ + 4q(α)) èç îïðåäåëåíèÿ
ìíîæåñòâà B(x, v), ÷òîáû

p′′xq(r(α)) −→α→+0 Ā (2.32)

è
q̄ +4q(αk) = qk

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}, αk →k +0.

Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî

(v + αkw
′
k, qk) > p(x + αkg, qk) (2.33)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Äåéñòâèòåëüíî,

p(x + αkg, qk) = p(x, qk) +

∫ αk

0
(p′′xq(r(τ))g(τ), qk)dτ + õ(αk),

îòêóäà ñ ó÷åòîì (2.30)-(2.32) ïîëó÷èì (2.33), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ
(2.28). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρH(w′
k, Γ̃(x, g, v)) −→k 0.

Îòêóäà
w′

k = yk + (w′
k − yk),

v + αkw
′
k = v + αkyk + αk(w

′
k − yk) = v + αkyk + ô(αk),

ãäå
ô(αk) = αk(w

′
k − yk), ‖ ô(αk) ‖ /αk =‖ w′

k − yk ‖→k 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Γ(x, g, v) 6= ∅, òî ÌÎ G(·) äîïóñêàåò

àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Γ(x, g, v).
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Çàìå÷àíèå 2.5.1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåì îñòà-
þòñÿ â ñèëå, åñëè çàìåíèòü òðåáîâàíèå î ñóùåñòâîâàíèè êðèâîé r(α) =

(x(α), q(α)) ∈ Rn × Rm, óêàçàííîé â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà B(x, v), âäîëü
êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðåäåë âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè
p(·, ·), íà áîëåå ñëàáîå òðåáîâàíèå î ñóùåñòâîâàíèè êðèâîé r(·), âäîëü êîòîðîé
ñóùåñòâóåò ïðåäåë (ñì. ïàðàãðàô 2.5)

lim
α→+0

α−1
∫ α

0
p′′xq(r(τ))dτ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(·) :

R → R, ãðàôèê êîòîðîé åñòü îòðåçêè ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ óãëàìè íàêëîíà ±1,

ðàñïîëîæåííûå ìåæäó êðèâûìè +x2 è −x2 è èìåþùèå òî÷êó ñãóùåíèÿ (0, 0).
Ëåãêî âèäíî, ÷òî ïðåäåë

lim
x→0

f ′(x)

íå ñóùåñòâóåò, õîòÿ ïðåäåë

lim
α→0

α−1
∫ α

0
f ′(τ)dτ

ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ.

Çàìå÷àíèå 2.5.2. Åñëè ãðàíèöà ìíîæåñòâà G(x) íå ñîäåðæèò ïðÿìîëè-
íåéíûõ îòðåçêîâ, òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü êðèâûå r(α) = (x + αg +

o1(α), q + o2(α)), ãäå oi(α)/α → ïðè α → +0, i = 1, 2, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü â
îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà B(x, v).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ÌÎ G(·) :

G(x) = {y ∈ Rm | hi(x, y) ≤ 0 i ∈ 1 : I},

ãäå hi(·, ·), i ∈ 1 : I, ñèëüíî âûïóêëûå ïî y ôóíêöèè, à òàêæå ñóùåñòâóþò
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå

∂2hi(x, y)

∂x∂y
,

∂2hi(x, y)

∂y2 .
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Ââåäåì ìíîæåñòâî

R̂(x, y) = {i ∈ 1 : I | hi(x, y) = 0}.

Ëåãêî âèäíî, ÷òî åñëè R̂(x, yi(x)) = {i} äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà yi(x), ïðèíàä-
ëåæàùåãî ãðàíèöå ìíîæåñòâà G(x) ñ íîðìàëüþ qi(x), òî

A = p′′xq(x, qi(x)) = dyi(x)/dx.

Ïî ôîðìóëå (2.16) èìååì

A =
dyi(x)

dx
= −(

∂2hi(x, yi(x))

∂y2 )−1∂
2hi(x, yi(x))

∂x∂y
.

Òîãäà

B(x, y) = co {A[m× n] | A = −(
∂2hi(x, y)

∂y2 )−1∂
2hi(x, y)

∂x∂y
∀i ∈ R̂(x, y)}.

Èç òåîðåì 2.5.3-2.5.4 èìååì, ÷òî åñëè B(x, g, y) 6= ∅, y ∈ G(x), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ,
êîãäà intG(x) 6= ∅, òî

Γ(x, g, y) = Γ′(x, g, y) = Γ̃(x, g, y) =




{w ∈ Rm | (w, q) ≤ maxi∈R̂(x,y)(−(∂2hi(x,y)
∂y2 )−1 ∂2hi(x,y)

∂x∂y g, q)} ∀q ∈ P (x, y),

åñëè P (x, y) 6= ∅,
Rm,

åñëè P (x, y) = ∅.
(2.34)

2.6 Ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè. Âûâîä ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ
ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè

Èäåþ ïåðåõîäà îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòîâ ê óñðåäíåííûì ïðåäåëü-
íûì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëîâ îò ãðàäèåíòîâ âäîëü êðèâûõ èç η(x) ìîæíî ðàçâèòü
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äàëåå. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè

f(x) = max
y∈G(x)

ϕ(x, y),

ãäå x → G(x) : Rn → 2R
m− âûïóêëîçíà÷íîå è êîìïàêòíîçíà÷íîå (ò.å. îáðàçû−

êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà) ÌÎ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L. Ôóíêöèÿ ϕ(·, ·) íåïðå-
ðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ϕ′x(·, ·), ϕ′y(·, ·) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.
Óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(·) ïî íàïðàâëåíèÿì ïîäðîáíî èçó÷à-
ëèñü â [20], [6], [54]. Òàê â [20] äàí âèä ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè
f(·) ïðè óñëîâèè, ÷òî ϕ(·, ·) − âîãíóòàÿ ïî y. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî îñëàáèòü, ÷òî
è áóäåò ñäåëàíî äàëåå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

R(x) = {y ∈ G(x) | f(x) = ϕ(x.y)}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v ∈ G(x), x, g ∈ Rn, ââåäåì ìíîæåñòâî

B(x, g, v) =





{w ∈ Rm | (w, q) ≤ maxA∈M(x,v)(Ag, q) ∀q ∈ P (x, v)},
åñëè P (x, v) 6= ∅,
Rm,

åñëè P (x, v) = ∅,
ãäå

M(x, v) = co {A[m× n] | A =
m+1∑
i=1

βiA(vi, q), v =
m+1∑
i=1

βivi,

m+1∑
i=1

βi = 1,

βi ≥ 0, A(vi, q) = lim
α→+0

α−1
∫ α

0
p′′xq(xi(τ), qi(τ))dτ,

{vi(τ)} = R(xi(τ), qi(τ)), (xi(τ), qi(τ)) ∈ ℵ(G)},
xi(α) = x + αg + oi(α), qi(α) →α→+0 q, vi(α) →α→+0 vi, q ∈ P (x, v),

qi(α) ∈ P (xi(α), vi(α)), ‖ qi(α)− q ‖ /α ≤ c, oi(α)/α →α→+0 0,

à òàêæå

R(xi(α), qi(α)) = {y ∈ G(xi(α)) | (y, qi(α)) = max
u∈G(xi(α))

(u, qi(α))},
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P (x, v) = {q ∈ Sm−1
1 (0) | (v, q) = max

y∈G(x)
(y, q)},

ℵ(G)− âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â Rn × Rm, ãäå ñóùåñòâóþò p′′xq(·, ·). Çäåñü
ri(α) = (xi(α), qi(α))− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî α êðèâûå, âäîëü
êîòîðûõ ÏÂ ñóùåñòâóþò p′′xq(·, ·) ñ ïðåäåëüíûìè óñðåäíåííûìè èíòåãðàëüíûìè
çíà÷åíèÿìè ïðè α → +0, c− íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ P (x, v) è ëþáîãî v ∈ G(x) òàêèå
êðèâûå ñóùåñòâóþò, ò.å. B(x, g, v) 6= ∅.

Ñìûñë ìàòðèöû A ∈ M(x, v) ìîæíî ïîíÿòü èç ñëó÷àÿ, êîãäà

G(x) = co {ψi(x) | i ∈ 1 : r},

ãäå ψi(x) ∈ R2, x ∈ R. Ìàòðèöà A(x, v)− ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè v(x) è ðàâíà
îòðåçêó AB (ñì. Ðèñ.2.5.1).

Äëÿ îïèñàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè f(·) ââî-
äÿò ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ îáîáùåíèåì êîíóñà êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.
Ýòî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

Γ(x, g, v), Γ′(x, g, v), Γ̃(x, g, v),

êîòîðûå áûëè îïðåäåëåíû â ïàðàãðàôå 2.1.
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïàðàãðàôå 2.5, ìîæíî äîêàçàòü ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.6.1. Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè íàñ÷åò B(x, g, v) ìíîæåñòâî
Γ′(x, g, v) 6= ∅ è

Γ′(x, g, v) = Γ̃(x, g, v) = B(x, g, v),

à åñëè Γ(x, g, v) 6= ∅, òî

Γ(x, g, v) = B(x, g, v).
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Íàéäåì âèä ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè f(·).

Òåîðåìà 2.6.2. Åñëè B(x, g, v) 6= ∅ äëÿ âñåõ v ∈ R(x), à òàêæå ñóùåñòâó-
þò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ϕ′x(·, ·), ϕ′y(·, ·) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ,
òî ôóíêöèÿ f(·) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ∈ Rn ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn è
âåðíî ðàâåíñòâî

∂f(x)

∂g
= max

y∈R(x)
max

w∈Γ̃(x,g,y)
[(ϕ′x(x, y), g) + (ϕ′y(x, g), w)] =

= max
y∈R(x)

max
A(x,y)∈M(x,y)

[(ϕ′x(x, y), g) + (ϕ′y(x, y), A(x, y)g)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(x) ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, íà êîòîðîì
îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

p(x, q(x)) = max
v∈G(x)

(v, q(x))

äîñòèãàåò ìàêñèìóìà, ãäå

q(x) = ϕ′y(x, y), y ∈ R(x) = {v ∈ G(x) | f(x) = ϕ(x, y)},

åñëè ϕ′y(x, y) 6= ∅ äëÿ y ∈ R(x). Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà ΓG(x) ìíîæåñòâà G(x)

òàêîâà, ÷òî äëÿ âñåõ âåêòîðîâ q èç ìàëîé îêðåñòíîñòè âåêòîðà q(x) âåêòîð
y(x) åäèíñòâåííûé, òî ìîæíî äîáàâèòü ê ôóíêöèè ϕ(·, ·) áåñêîíå÷íî ìàëûå
è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå âåêòîð-ôóíêöèè o1(·) : Rn → Rn è o2(·) :

Rn × Rm → R ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ òàê, ÷òîáû äëÿ íîâîé ôóíêöèè

ϕ̃(x, y) = ϕ(x + o1(x), y) + o2(x, y)

âåêòîð-ôóíêöèÿ ỹ(·) : Rn → Rm

ỹ(x + αg + o1(α)) = R̃(x + αg + o1(α)) = {y ∈ G(x + αg + o1(α)) |

f̃(x + αg + o1(α)) = ϕ̃(x + αg + o1(α), y(x + αg + o1(α)))},
ãäå

f̃(x) = max
y∈G(x)

ϕ̃(x, y),
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áûëà íåïðåðûâíà è ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [x, x + α0g + o1(α0)],

α0 > 0.

Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íåïðåðûâíóþ, ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìóþ íà îòðåçêå
[x, x+α0g+o1(α0)], α0 > 0, ôóíêöèþ y(x+αg+o(α)) : Rn → R̃(x+αg+o(α)),

äëÿ êîòîðîé äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}, αk →k +0, äîñòèãàåòñÿ
âåðõíèé ïðåäåë

limα→+0
f(x + αg + o(α))− f(x)

α
=

= lim
αk→+0

ϕ(x + αkg + o(αk), y(x + αkg + o(αk)))− f(x)

αk
.

Òàê êàê ÌÎ R̃(·) Ï.ÑÂ, òî äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè y(·) èìååì

y(x + αkg + o(αk)) ∈ R̃(x + αkg + o(αk)) →k y(x) ∈ R(x).

Âåðíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

y(x + αkg + o(αk)) = y(x) + αk(α
−1
k

∫ αk

0
y′x(x + τg + o(τ))g(τ)dτ),

ãäå g(τ) = g + o′(τ) (ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ o(·) −íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìà).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

α−1
k

∫ αk

0
y′x(x + τg + o(τ))dτ →k A ∈ M(x, y(x)).

Îòñþäà, îáîçíà÷àÿ w = Ag ∈ B(x, g, y(x)),

y(x + αkg + o(αk)) = y(x) + αk Ag + õ(αk).

Òîãäà
f(x + αkg + o(αk))− f(x)

αk
= (ϕ′x(x, y(x)), g) + (ϕ′y(x, y(x)), w) +

ô(αk)

αk
,

îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

limα→+0
f(x + αg + o(α))− f(x)

α
≤
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≤ sup
y∈R(x)

sup
w∈Γ̃(x,g,y)

[(ϕ′x(x, y(x)), g) + (ϕ′y(x, y(x)), w)] =

= sup
y∈R(x)

sup
A(x,y)∈M(x,y)

[(ϕ′x(x, y(x)), g) + (A∗(x, y)ϕ′y(x, y(x)), g)]. (2.35)

Ïîëó÷èì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè y(x + αg + o(α)) ∈
R(r(α)), ãäå êðèâàÿ r(α) = (x(α), q(α)) ∈ Rn × Rm, x(α) = x + αg +

o(α), q(α) = q+4q(α), óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì â îïðåäåëåíèè ìíîæå-
ñòâà B(x, g, y(x)), âäîëü êîòîðîé ÏÂ ñóùåñòâóåò p′′xq(·, ·), à òàêæå ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

A = lim
α→+0

α−1
∫ α

0
p′′xq(r(τ))dτ = lim

α→+0
α−1

∫ α

0
y′x(x + τg + o(τ))dτ

(òàêèå êðèâûå ïî ïðåäïîëîæåíèþ åñòü), èìååì

limα→+0
f(x + αg + o(α))− f(x)

α
≥

≥ limα→+0
ϕ(x + αg + o(α), y(x + αg + o(α)))− ϕ(x, y(x))

α
≥

≥ limα→+0α
−1

∫ α

0
[(ϕ′x(x + τg + o(τ), y(x + τg + o(τ))), g)+

+(ϕ′y(x + τg + o(τ), y(x + τg + o(τ))), y′x(x + τg + o(τ))g)]dτ =

= (ϕ′x(x, y(x)), g) + (ϕ′y(x, y(x)), Ag). (2.36)

Íåðàâåíñòâî (2.36) âåðíî äëÿ ëþáûõ y(x) ∈ R(x) è A ∈ M(x, y(x)), êîòîðîå
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

limα→+0
f(x + αg + o(α))− f(x)

α
≥

≥ sup
y∈R(x)

sup
A(x,y)∈M(x,y)

[(ϕ′x(x, y), g) + (A∗(x, y)ϕ′y(x, y), g)]. (2.37)

Èç (2.35) è (2.37) ïîëó÷èì
∂f(x)

∂g
= sup

y∈R(x)
sup

A(x,y)∈M(x,y)
[(ϕ′x(x, y), g) + (A∗(x, y)ϕ′y(x, y), g)]. (2.38)

Òàê êàê
q = ϕ′y(x, y)/ ‖ ϕ′y(x, y) ‖∈ P (x, y)
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è M(x, y)− êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn×m, òî sup â (2.38) ìîæíî
çàìåíèòü íà max . Â èòîãå

∂f(x)

∂g
= max

y∈R(x)
max

A(x,y)∈M(x,y)
[(ϕ′x(x, y), g) + (A∗(x, y)ϕ′y(x, y), g)],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4
Ïóñòü

G(x) = {y ∈ Rm | hi(x, y) ≤ 0 i ∈ 1 : I},
ãäå hi(·, ·)− ñèëüíî âûïóêëûå ïî y ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåïðå-
ðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ïðîèçâîäíûå

∂2hi(x, y)

∂y2 ,
∂2hi(x, y)

∂x∂y
.

Áûëî íàéäåíî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ÌÎ G(·) (ñì. (2.34)).
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.34) èìååì

∂f(x)

∂g
= max

y∈R(x)
max

i∈R̂(x,y)
[(ϕ′x(x, y), g) + (A∗

i (x, y)ϕ′y(x, y), g)], (2.39)

ãäå
Ai(x, y) = −(

∂2hi(x, y)

∂y2 )−1 ∂2hi(x, y)

∂x∂y
∀i ∈ R̂(x, y),

R̂(x, y) = {i ∈ 1 : I | hi(x, y) = 0}.

2.7 Íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ìàðãèíàëüíûõ ôóíê-
öèé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
f(x) = max

y∈G(x)
ϕ(x, y),
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ãäå G(·) : Rn → 2R
m− ëèïøèöåâî ÂÊÌÎ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L â ìåòðèêå

Õàóñäîðôà ρH(·).
Íàéäåì êîíñòàíòó Ëèïøèöà äëÿ ÌÎ G(·).

Ëåììà 2.7.1. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(·, ·) : Rn × Rm → R ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé
Ëèïøèöà L1 ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, ò.å.

| ϕ(x1, y1)− ϕ(x2, y2) |≤ L1(‖ x1 − x2 ‖ + ‖ y1 − y2 ‖),

òîãäà ôóíêöèÿ f(·) ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L1(1 + L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (4) ìíîæåñòâî

G(x +4) ∩G(x).

Ïóñòü

y(4) ∈ arg max
y∈G(x+4)

ϕ(x +4, y), y(0) ∈ arg max
y∈G(x)

ϕ(x, y).

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1. y(4) ∈ V (4), y(0) ∈ V (4),

2. y(4) ∈ V (4), y(0) ∈ G(x)\V (4),

3. y(4) ∈ G(x +4)\V (4), y(0) ∈ V (4),

4. y(4) ∈ G(x +4)\V (4), y(0) ∈ G(x)\V (4),

Ðàññìîòðèì êàæäûé ñëó÷àé îòäåëüíî.
Â ñëó÷àå 1 äëÿ y(4) ∈ V (4), èìååì

f(x +4) = ϕ(x +4, y(4)) ≤ ϕ(x, y(4)) + L1 ‖ 4 ‖≤ f(x) + L1 ‖ 4 ‖,

îòêóäà
f(x +4)− f(x) ≤ L1 ‖ 4 ‖ . (2.40)

Äëÿ y(0) ∈ V (4) èìååì

−L1 ‖ 4 ‖≤ ϕ(x +4, y(0))− ϕ(x, y(0)) ≤ f(x +4)− f(x) (2.41)
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Èç (2.40) è (2.41) èìååì

| f(x +4)− f(x) |≤ L1 ‖ 4 ‖ .

Â ñëó÷àå 2 äëÿ y(0) ∈ G(x) V (x) íàõîäèì âåêòîð

ȳ(4) = arg min
v∈G(x+4)

‖ v − y(0) ‖ .

Ïîýòîìó
‖ ȳ(4)− y(0) ‖≤‖ 4 ‖,

òî
−L1(1 + L) ‖ 4 ‖≤ ϕ(x +4, ȳ(4))− ϕ(x, y(0))

è
ϕ(x +4, ȳ(4))− ϕ(x, y(0)) ≤ f(x +4)− f(x).

Îòêóäà èìååì
−L1(1 + L) ‖ 4 ‖≤ f(x +4)− f(x) (2.42)

Èç (2.40) è (2.42) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

| f(x +4)− f(x) |≤ L1(1 + L) ‖ 4 ‖ (2.43)

Â ñëó÷àå 3 äëÿ y(4) ∈ G(x +4) V (4) íàõîäèì âåêòîð

ŷ = arg min
v∈G(x)

‖ v − y(4) ‖ .

Ïîñêîëüêó
‖ ŷ − y(4) ‖≤ L ‖ y ‖,

òî

f(x+4) = ϕ(x+4, y(4)) ≤ ϕ(x, ŷ)+L1(1+L) ‖ 4 ‖≤ f(x)+L1(1+L) ‖ 4 ‖,

îòêóäà
f(x +4)− f(x) ≤ L1(1 + L) ‖ 4 ‖ . (2.44)

Èç (2.44) è (2.41) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (2.43).
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Â ñëó÷àå 4 íåðàâåíñòâî (2.43) ñëåäóåò èç (2.42) è (2.44). Ëåììà äîêàçàíà. 4
Íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ìàðãè-

íàëüíîé ôóíêöèè f(·) ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî ñëîæíóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó òà-
êîãî ðîäà ôóíêöèè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ íåêâàçèäèôôåðåíöèðóåìûìè. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè áóäåò ïðèìåíåíà òåîðèÿ ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ
âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé.

Âìåñòî ôóíêöèè f(·) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ðàññìîòðèì

f̂(x) = f(x) + L1(1 + L) ‖ x− x0 ‖ . (2.45)

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî g ∈ Sn−1
1 (0)

D̃gf̂(x0) = {z(g) ∈ Rn | ∃{αk}, αk → +0,

A(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
p′′xq(r(x(τ), q(τ)))dτ, åñëè ϕ′y(x0, y) 6= 0,

A(g) = 0m×n, åñëè ϕ′y(x0, y) = 0,

z(g) = ϕ′x(x0, y) + A∗(g)ϕ′y(x0, y) + L1(1 + L)∇θ(g),

θ(x− x0) =‖ x− x0 ‖, y ∈ R(x0), r(x(τ), q(τ)) ∈ ℵ(G) ï.â. äëÿ τ ∈ [0, α0],

x(τ) = x0 + τg + o1(τ), q(τ) = ϕ′y(x0 + τg + o1(τ), y + o2(τ)), oi(τ)/τ →τ→+0 0},
ãäå ℵ(G)− ìíîæåñòâî âñþäó ïëîòíîå â Rn × Rm, ãäå ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
p′′xq(·, ·), ∗− çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ (ñì. ãëàâó 1, ïàðàãðàô 1.7).

Çäåñü êðèâàÿ r(α) = (x(α), q(α)), x(α) = x0+αg+o1(α), q(α) = ϕ′y(x0+αg+

o1(α), y + o2(α)), y(α) = R(x(α)), y(α) →α→+0 y, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. âäîëü r(·) ÏÂ ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå p′′xq(·, ·),

2. èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèè D̃gf̂(x0) ñóùåñòâóåò,

3. oi(·), i = 1, 2− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíê-
öèè.
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Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B, àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B = co {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (z(g), g) ∀z(g) ∈ D̃gf̂(x0), ∀g ∈ Sn−1
1 (0)}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî B âñåãäà íå ïóñòî, òàê êàê 0 ∈ B. Îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ g → ĥ(x0, g) : Rn → R :

ĥ(x0, g) = max
v∈B

(v, g). (2.46)

Ôóíêöèÿ ĥ(x0, ·)− âûïóêëàÿ ÏÎ ñòåïåíè 1 è ∂ĥ(x0, 0) = B.

Òåîðåìà 2.7.1. Ôóíêöèÿ ĥ(x0, ·) ÿâëÿåòñÿ ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̂(·) â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî g ∈ Sn−1
1 (0) ðàññìîòðèì âìåñòî ôóíêöèè f(·)

ôóíêöèþ

π(x0 + αg) = max
y∈G(x0+αg)

ϕ(x0 + αg + o1(α), y + o2(α)),

ãäå oi(·), i = 1, 2− áåñêîíå÷íî ìàëûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Çà ñ÷åò âûáîðà ôóíêöèé oi(·), i = 1, 2,

äëÿ íàïðàâëåíèÿ g ∈ Sn−1
1 (0) ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ π(·) áûëà ÏÂ

äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [0, α0], α0 > 0. Â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ãðàäèåíò ôóíêöèè π(·) èìååò âèä

∇π(x0 + αg) = ϕ′x(x(α), y(α)) + A∗(α)ϕ′y(x(α), y(α)),

ãäå
x(α) = x0 + αg + o1(α), y(α) = y + o2(α) ∈ R(x(α)),

A(α) = p′′xq(x(α), ϕ′y(x(α), y(α)), ϕ′y(x(α), y(α)) 6= 0,

A(α) = 0m×n, ϕ′y(x(α), y(α)) = 0.

Òîãäà
lim

αk→+0
α−1

k

∫ αk

0
∇π(x0 + τg)dτ =
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= lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
[ϕ′x(x(τ), y(τ)) + A∗(τ)ϕ′y(x(τ), y(τ))]dτ =

= ϕ′x(x0, y) + A∗ϕ′y(x0, y) = v(g),

ãäå {αk}− íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðåäåë

A = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
A(τ)dτ,

*−çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû. Ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ òàì, ãäå îíè ñó-
ùåñòâóþò. Ëåãêî âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì âåêòîð åñòü v(g) ∈
D̃f(x0). Êðîìå òîãî, åñëè ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè g ôóíêöèè f(·) ñóùå-
ñòâóåò, òî

π′(x0, g) = f ′(x0, g),

ãäå π′(x0, g), f ′(x0, g)− ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé π(·), f(·) âäîëü íàïðàâëåíèÿ g.

Èç ñêàçàííîãî ðàíåå ñëåäóåò, ÷òî ĥ(x0, ·)− ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̂(·) â òî÷êå x0, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.7.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè
f(·) : R→ Rn íà Rn, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ

L1(1 + L)Bn
1 (0) ⊂ ∂ĥ(x0, 0),

à ïðè ñòðîãîì âêëþ÷åíèè îíî è äîñòàòî÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2.45) èìååì

f(x) = f̂(x)− L1(1 + L) ‖ x− x0 ‖ .

Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·) íåîáõîäèìî,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ g ∈ Sn−1

1 (0), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ïðîèç-
âîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ ôóíêöèé f(·) è f̂(·), èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

∂f̂(x)

∂g
≥ ∂Θ(x0)

∂g
, (2.47)
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ãäå Θ(x) = L1(1 + L) ‖ x − x0 ‖ . Ïðè ñòðîãîì íåðàâåíñòâå òî÷êà x0− òî÷êà
ìèíèìóìà. Èç (2.47) èìååì (2.7.2). Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàëà÷ó îïòèìèçàöèè ôóíêöèè f(·) íà ìíîæåñòâå

Ω = {z ∈ Rn | hi(z) ≤ 0 ∀i ∈ 1 : I},

ãäå hi(·) : Rn → R− ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L äèôôåðåíöèðóåìûå ïî íà-
ïðàâëåíèÿì ôóíêöèè.

Ïóñòü
h(z) = max

i∈1:I
hi(z).

Äëÿ x0 ∈ Ω ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

γ0(x0) = {g ∈ Rn | ∂h(x0)

∂g
< 0},

γ1(x0) = {g ∈ Rn | ∂h(x0)

∂g
≤ 0}.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè, åñëè äëÿ âñåõ x0 ∈
Ω ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî γ1(x0) = γ̄0(x0), ãäå γ̄0(x0)− çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
γ0(x0).

Âìåñòî ôóíêöèè f(·) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f̄(x) =

{
f(x) + L ‖ x− x0 ‖, åñëè x ∈ Ω,

f(x0) + L̄ ‖ x− x0 ‖, åñëè x /∈ Ω,

ãäå L̂ > L.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî g ∈ Sn−1
1 (0)

D̂gf̄(x0) = {v(g) ∈ Rn | ∃{αk}, αk → +0,

∃r(x0, ., g) ∈ η(x0), v(g) = lim
αk

α−1
k

∫ αk

0
∇f̄(r(x0, τ, g))dτ}.

Ìíîæåñòâî êðèâûõ η(x0) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðàíåå â ãëàâå 1.
Ìíîæåñòâî D̂f̄(x0) åñòü ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ âåêòîðîâ.
Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî C àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìîå ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

C = co {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v(g), g) ∀v(g) ∈ D̂gf̄(x0), ∀g ∈ Sn−1
1 (0)}.
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Âñåãäà ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî C , òàê êàê 0 ∈ C.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h̄(x0, ·) : Rn → R :

h̄(x0, g) = max
v∈C

(v, g).

Ôóíêöèÿ h̄(x0, ·)−âûïóêëàÿ ÏÎ ñòåïåíè 1. Èç èçëîæåííîãî ðàíåå ñëåäóåò, ÷òî
h̄(x0, ·) ÿâëÿåòñÿ ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̄(·) äëÿ âñåõ g ∈ γ1(x0), x0 ∈ Ω.

Òåîðåìà 2.7.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè
f(·) íà Ω, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

LBn
1 (0) ⊂ ∂h̄(x0, 0).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå âêëþ÷åíèå, òî ýòî óñëîâèå è äîñòàòî÷íîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî [17], ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè f(·) íà ìíîæåñòâå Ω â òî÷êå x0 ∈ Ω åñòü

∂f(x0)

∂g
≥ 0 ∀g ∈ γ1(x0) ∩ Sn−1

1 (0).

Ýòî óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè f̄(·) çàïèøåòñÿ òàê:

∂f̄(x0)

∂g
≥ L ∀g ∈ γ1(x0) ∩ Sn−1

1 (0).

Äëÿ g /∈ γ1(x0) óêàçàííîå óñëîâèå â ñèëó îïðåäåëåíèÿ f̄(·) âûïîëíÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè, òàê êàê

∂f̄(x0)

∂g
≥ L̄ > L.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè

∂f(x0)

∂g
> 0 ∀g ∈ γ1(x0) ∩ Sn−1

1 (0),

òî x0− òî÷êà ìèíèìóìà f(·) íà Ω. Äëÿ f̄(·) â ýòîì ñëó÷àå èìååì

∂f̄(x0)

∂g
> L ∀g ∈ γ1(x0) ∩ Sn−1

1 (0),
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÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíèìîñòü ñòðîãîãî âêëþ÷åíèÿ

LBn
1 (0) ⊂ ∂h̄(x0, 0).

Òåîðåìà äîêàçàíà. 4

2.8 Äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ýêñòðåìóìà ïî ëèïøè-
öåâîìó ÌÎ

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà

f(x) = max
y∈G(x)

ϕ(x, y),

ãäå ϕ(·, ·), ϕ′x(·, ·), ϕ′y(·, ·)− íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ, G(·) : Rn → Rm− ëèïøèöåâî ÂÊÌÎ. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà îïóá-
ëèêîâàíû â [54].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(x, q) îïîðíóþ ôóíêöèþ

p(x, q) = max
v∈G(x)

(v, q)

ÌÎ G(·). ×åðåç N(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn×Rm, ãäå ñóùåñòâóþò
p′′xq(·, ·). Èçâåñòíî (ñì. òåîðåìó 6.1), ÷òî N(G) âñþäó ïëîòíî â Rn × Rm.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

R(x, q) = {y ∈ G(x) | p(x, q) = (y, q)},

R(x) = {y ∈ G(x) | f(x) = ϕ(x, y)},
A(x, y, q) = co {A[m× n] | A(x, y, q) = lim

xi→x
q̃i→q

p′′xq(xi, q̃i), (xi, q̃i) ∈ N(G),

q̃i = qi + o(‖xi − x‖), qi = ϕ′y(xi, yi)/ ‖ ϕ′y(xi, yi) ‖, yi ∈ R(xi, qi), yi → y, },
åñëèϕ′y(x, y) 6= 0, y ∈ R(x),
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A(x, y, q) = {0m×n}, åñëèϕ′y(x, y) = 0, y ∈ R(x).

Èçâåñòíî, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîé-
ñòâà ôóíêöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Íàéäåì âèä ñóá-
äèôôåðåíöèàëà Êëàðêà äëÿ ôóíêöèè f(·).

Òåîðåìà 2.8.1. Ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x ∈ Rn óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∂CL f(x) = co {ϕ′x(x, y) + A∗(x, y, q)ϕ′y(x, y) | A(x, y, q) ∈ A(x, y, q),

y ∈ R(x), q = ϕ′y(x, y)/ ‖ ϕ′y(x, y) ‖ (ϕ′y(x, y) 6= 0)},
ãäå ∗− çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(·) ëèïøèöåâà, òî ìíîæåñòâî åå òî÷åê
äèôôåðåíöèðóåìîñòè N(f) âñþäó ïëîòíîå, ïîëíîé ìåðû â Rn. Ïóñòü Nx(G)

åñòü ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà N(G) íà Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî Ñ(f) = Nx(G) ∩ N(f)

ïëîòíîå è ïîëíîé ìåðû â Rn.

Âîçüìåì òî÷êó x̄ ∈ Ñ(f) è ïðîèçâîëüíûé âåêòîð g ∈ Rn, ‖ g ‖= 1, è
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f̃(x̄ + u +4x + o(4x, u)) =

= max
y∈G(x̄+u+4x+o(4,u))

[ϕ(x̄ + u +4x + o(4x, u), y) + o(4x, y, u)],

ãäå 4x ∈ Rn, o(4x, u), o(4x, y, u), o′y(4x, y, u)− íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìûå, áåñêîíå÷íî ìàëûå ïî 4x ðàâíîìåðíî ïî y ∈⋃
‖x−x̄‖≤δ G(x) è ‖ u ‖≤ ε âåêòîð-ôóíêöèè, ãäå ε− ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-

òåëüíîå ÷èñëî.
Äëÿ 4x = αg è u = 0 èìååì

lim
α→+0

f̃(x̄ + αg + o(αg))− f̃(x̄)

α
= lim

α→+0

f(x̄ + αg)− f(x̄)

α
= (f ′(x̄), g)

∀g ∈ Rn.
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f̃(·) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x̄ è

f ′(x̄) = f̃ ′(x̄).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ g ∈ Rn, u = 0, âîçüìåì âåêòîð-ôóíêöèè
o(αg) = o(αg, 0), o(αg, y) = o(αg, y, 0) òàêèå, ÷òî ÏÂ íà èíòåðâàëå [0, α0], α0 >

0, ìíîæåñòâî

R̃(x̄ + αg + o(αg)) = {y ∈ G(x̄ + αg + o(αg)) | f̃(x̄ + αg + o(αg)) =

= ϕ(x̄ + αg + o(αg), y) + o(αg, y)}
ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà

y(α) = y(x̄ + αg + o(αg)),

îïðåäåëÿþùåãî âåêòîð-ôóíêöèþ y(·) : R → R̃(x̄ + αg + o(αg)) ⊂ Rm, äèôôå-
ðåíöèðóåìóþ ÏÂ íà èíòåðâàëå [0, α0].

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

o′α(αg) → 0, o′y(αg, y) → 0

ïðè α → +0 ðàâíîìåðíî ïî y ∈ G(x). Òîãäà â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè
α = αk ∈ [0, α0] âåêòîð- ôóíêöèè

y(α) = y(x̄ + αg + o(αg))

èìååì
∂f̃(x̄ + αkg + o(αkg))

∂g
= (ϕ′x(x̄ + αkg + o(αkg), y(αk))+

+A∗(x̄ + αkg + o(αkg), y(αk), q(αk))ϕ
′
y(x̄ + αkg + o(αkg), y(αk)), g) + O(αkg),

(2.48)
ãäå

A(x̄ + αkg + o(αkg), y(αk), q(αk)) = y′(x̄ + αkg + o(αkg)), q(αk) =

= ϕ′y(x̄ + αkg + o(αkg), y(αk))/ ‖ ϕ′y(x̄ + αkg + o(αkg), y(αk)) ‖ .
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Ïîñêîëüêó

f̃(x̄ + αg + o(αg)) = f̃(x̄) +

∫ α

0

∂f̃(x̄ + τg + o(τg))

∂g(τ)
dτ,

g(τ) = g + o′τ(τg),

òî îòñþäà èìååì

f̃(x̄ + αg + o(αg))− f̃(x̄) ≤ α max
τ∈[0,α]

∂f̃(x̄ + τg + o(τg))

∂g(τ)
(2.49)

Èçâåñòíî, ÷òî

∂CLf(x) = co {v ∈ Rn | v = lim
xi→x

f ′(xi), xi ∈ N(f)}.

Çäåñü âìåñòî ìíîæåñòâà N(f) ìîæíî âçÿòü Ñ(f).

Ìàòðèöû A(x̄ + αkg + o(αkg), y(αk), q(αk)) îãðàíè÷åíû ïî íîðìå äëÿ âñåõ
k [57], ïîýòîìó ñðåäè òî÷åê x̄ + αkg + o(αkg), ãäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì â
(2.49), ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïðè k →∞ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë
êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç A(x̄, y(x̄), q̄), ãäå

y(x̄) = lim
k→∞

y(x̄ + αkg + o(αkg)), q̄ = lim
k→∞

q(αk).

Èç (2.48) è (2.49) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð

v(x̄, g) = ϕ′x(x̄, y(x̄)) + A∗(x̄, y(x̄), q̄)ϕ′y(x̄, y(x̄))

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(f ′(x̄), g) ≤ (v(x̄, g), g) ∀g ∈ Rn. (2.50)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç ìíîæåñòâà Ñ(f), êîòî-
ðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç {x̄i}, i ∈ N+. Ïóñòü

D(x) = co {v ∈ Rn | ∃g ∈ Rn : v = lim
x̄i→x

v(x̄i, g) }.

Èç (2.50) ñëåäóåò, ÷òî
∂CLf(x) ⊂ D(x). (2.51)
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Èç ðàâåíñòâà f ′(x̄) = f̃ ′(x̄) è îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà ñëåäóåò,
÷òî

∂CLf(x) ⊃ D(x).

Èç íàïèñàííûõ âûøå äâóõ âêëþ÷åíèé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 4
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

B(x, q) = co {B[m× n] | B(x, q) = lim
xi→x
qi→q

p′′xq(xi, qi), (xi, qi) ∈ N(G)},

åñëè ϕ′y(x, y) 6= 0, y ∈ R(x), q = ϕ′y(x, y)/ ‖ ϕ′y(x, y) ‖

B(x, q) = {0[m×n]},

åñëè ϕ′y(x, y) = 0, y ∈ R(x).

Ñëåäñòâèå 2.8.1. Âåðíî âêëþ÷åíèå

∂CLf(x) ⊂ co {ϕ′x(x, y) + B∗(x, q)ϕ′y(x, y) | B(x, q) ∈ B(x, q),

y ∈ R(x), q = ϕ′y(x, y)/ ‖ ϕ′y(x, y) ‖, åñëè ϕ′y(x, y) 6= 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ (2.51).

2.9 Ôóíêöèè ýêñòðåìóìà ïî ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîìó îòîáðàæå-
íèþ

Â äàííîì ïàðàãðàôå áóäåò èçó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè. Áóäåò íàéäåí âèä êîíóñà âîçìîæíûõ
íàïðàâëåíèé è ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè äëÿ ε-
ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷åí âèä âòîðîé ε-
ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ âûïóêëîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà áûëè
îïóáëèêîâàíû â [18].
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Ïóñòü f(·) : Rn → R êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü äëÿ ε ≥ 0

∂f(x) = {v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x) ∀z ∈ Rn},

∂εf(x) = {v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x)− ε ∀z ∈ Rn}.
Ìíîæåñòâà ∂f(x) è ∂εf(x) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñóáäèôôåðåíöèàëîì è
ε− ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x. Îòîáðàæåíèå ∂f(·) åñòü Ï.ÑÂ
[71], â òî âðåìÿ êàê äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòîáðàæåíèå ∂εf(·) íåïðåðûâíî â ìåòðèêå
Õàóñäîðôà. Áîëåå òîãî, ∂εf(·) åñòü ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, ÷òî áûëî äîêàçàíî
ðàíåå (ñì. ïàðàãðàô 4 ãëàâû 1).

Èçâåñòíî [74], ÷òî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(·) âñåãäà äèôôåðåíöèðóåìà ïî íà-
ïðàâëåíèþ g ∈ Rn è

∂f(x)

∂g
= lim

α→+0

f(x + αg)− f(x)

α
= max

v∈∂f(x)
(v, g).

×èñëî
∂εf(x)

∂g
= max

v∈∂εf(x)
(v, g)

íàçûâàåòñÿ ε- ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ g. Èçâåñòíî
òàêæå [74], ÷òî

∂εf(x)

∂g
= inf

α>0

1

α
[f(x + αg)− f(x) + ε]. (2.52)

Ôóíêöèÿ f(·) íàçûâàåòñÿ êîýðöèòèâíîé, åñëè

f(x)

‖ x ‖ → +∞, (2.53)

êîãäà ‖x‖ → +∞. Ôèêñèðóåì ε > 0 è x0 ∈ Rn.

Ëåììà 2.9.1. Åñëè f(·) åñòü êîýðöèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà ñóùåñòâóåò
R < ∞ è δ = δ(ε, x0) > 0 òàêèå, ÷òî

∂εf(x) = {v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x)− ε ∀z ∈ Bn
R(x0)}, (2.54)

ãäå x ∈ Bn
δ (x0) = {y ∈ Rn |‖ y − x0 ‖≤ δ}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2.54) íà ‖ z − x ‖ . Ïðè
‖ z ‖→ ∞ â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíà äëÿ ëþáîãî z ∈ Rn,

õîòÿ â ëåâîé ÷àñòè ñ ó÷åòîì (2.53) ñòîèò áåñêîíå÷íàÿ âåëè÷èíà. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ñóùåñòâóåò R > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Bn

δ (x0) è ‖ z−x0 ‖> R íåðàâåíñòâî
(2.54) áóäåò î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿòüñÿ. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2.54) äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ âñåõ z ∈ Bn

R(x0). Ëåììà äîêàçàíà. 4

Ñëåäñòâèå 2.9.1. Åñëè ‖ g ‖= 1 , òî ðàâåíñòâî (2.52) ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

∂εf(x)

∂g
= min

α∈(0,R]

1

α
[f(x + αg)− f(x) + ε].

Ëåììà 2.9.2. Åñëè f(·) êîýðöèòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà

∂f(x) ⊂ int ∂εf(x) ∀ε > 0, ∀x ∈ Rn. (2.55)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ Rn è
ε > 0 ìíîæåñòâà ∂f(x) è ∂εf(x) èìåþò îáùóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò g ∈ Rn, ÷òî

∂εf(x)

∂g
=

∂f(x)

∂g
.

Â [17] ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

f(x + αg) = f(x) + α
∂f(x)

∂g
∀α > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.53). Ëåììà äîêàçàíà.
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(·)− êîýðöèòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü

h(x, z, v) = f(x)− f(z) + (v, z − x)− ε.

Èç (2.54) ñëåäóåò, ÷òî

∂εf(x) = {v ∈ Rn | h(x, z, v) ≤ 0 ∀z ∈ SR(x0)}. (2.56)
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Ââåäåì ìíîæåñòâà

γ(x, g, v) = {w ∈ Rn | ∃α0 : v + αw ∈ ∂εf(x + αg) ∀α ∈ [0, α0]},
Γ(x, g, v) = γ̄(x, g, v), Q(x, v) = {z ∈ SR(x0) | h(x, z, v) = 0},

B(x, g, v) =





Rn, åñëè Q(x, v) = ∅,
{w ∈ Rn | (w, z − x)− (v, g) + ∂f(x)/∂g ≤ 0 ∀z ∈ Q(x, v)},
åñëè Q(x, v) 6= ∅.

Ìíîæåñòâî Γ(x, g, v) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé îòîáðà-
æåíèÿ ∂εf(·) â òî÷êå v ∈ ∂εf(x) â íàïðàâëåíèè g.

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ Ëåììû 1.8 â [20] è èñïîëüçóÿ (2.55) è (2.56), ìîæíî
äîêàçàòü

Ëåììà 2.9.3. Åñëè x ∈ intBn
δ (x0), òîãäà

Γ(x, g, v) = B(x, g, v) (2.57)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ

ϕ(x) = max
v∈∂εf(x)

F (x, v),

ãäå F (·, ·) : Rn×Rm → R− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîä-
íûìè

∂F (x, v)

∂v
,

∂F (x, v)

∂x
.

Ïóñòü
R(x) = {v ∈ ∂εf(x) | ϕ(x) = F (x, v)}.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [20].

Òåîðåìà 2.9.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (·, ·) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ
∂F (·, ·)/∂x è ∂F (·, ·)/∂v è âîãíóòà ïî v â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà R(x).

Òîãäà ϕ(·) äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì â ëþáîé òî÷êå x ∈ intBn
δ (x0) è

∂ϕ(x)

∂g
= sup

v∈R(x)
sup

w∈Γ(x,g,v)
[(

∂F (x, v)

∂v
, w) + (

∂F (x, v)

∂x
, g)] (2.58)
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Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé (2.9.1). Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû (2.9.1) íàäî íàé-
òè â áîëåå óäîáíîé ôîðìå âèä ìíîæåñòâà Γ(x, g, v). Ôèêñèðóåì v ∈ ∂εf(x).

Ñîãëàñíî (2.52)

inf
α>0

1

α
[f(x + αq)− f(x) + ε] = max

v1∈∂εf(x)
(v1, q) ≥ (v, q) ∀q ∈ Rn.

Ñëåäîâàòåëüíî,
1

α
[f(x + αg)− f(x) + ε]− (v, q) ≥ 0 ∀q ∈ Rn, ∀α > 0. (2.59)

Äàëåå
sup
z∈Rn

h(x, z, v) = − inf
z∈Rn

[−h(x, z, v)] =

− inf
q

inf
α

α [
f(x + αq)− f(x) + ε

α
− (v, q)]. (2.60)

Ïóñòü
s(α, q) =

1

α
[f(x + αq)− f(x) + ε]− (v, q).

Èç (2.59) èìååì
s(x, q) ≥ 0 ∀α > 0, ∀q ∈ Rn.

ßñíî, ÷òî inf â (2.60) äîñòèãàåòñÿ è ðàâåí íóëþ òîëüêî äëÿ

q ∈ P (x, v) = {q ∈ Rn |‖ q ‖= 1,
∂εf(x)

∂q
= (v, q)}

è

α ∈ Θ(x, v, q) = {α > 0 | f(x + αq)− f(x) + ε

α
= min

β>0

f(x + βq)− f(x) + ε

β
}.

Åñëè v ∈ int ∂εf(x), òî Q(x, v) = ∅ è Γ(x, g, v) = Rn.

Åñëè v åñòü ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ∂εf(x), òî

Γ(x, g, v) = {w ∈ Rn | (w, q) ≤ 1

α(q)
[(v, q)− ∂f(x)

∂g
]

∀q ∈ P (x, v), ∀α(q) ∈ Θ(x, v, q)}. (2.61)
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Åñëè ôóíêöèÿ f(·) íå èìååò ëèíåéíûõ ÷àñòåé íà ñâîåì ãðàôèêå, íàïðèìåð:
f(·) åñòü ñòðîãî âûïóêëàÿ, òî ìàêñèìóì â (2.60) äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé
òî÷êå.

Äåéñòâèòåëüíî, èç âèäà h(·) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå ìàêñèìóìà z∗ èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå

v ∈ ∂f(z∗).

Åñëè ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè ìàêñèìóìà z1 è z2, òî ñîãëàñíî ëåììå 5.8 ìîíî-
ãðàôèè [17] ôóíêöèÿ f(·) åñòü ëèíåéíàÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè z1 è
z2. Ïóñòü v åñòü ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ∂εf(x) è

q ∈ Sn−1
1 (0) = {w ∈ Rn |‖ w ‖= 1}

òàêîé, ÷òî
(v, q) = max

v1∈∂εf(x)
(v1, q) =

∂εf(x)

∂q
.

Òîãäà

(v, q) = inf
α>0

1

α
[f(x + αq)− f(x) + ε] =

1

ᾱ
[f(x + ᾱq)− f(x) + ε].

Îòêóäà
f(x)− f(x + ᾱq)− ε + (v, ᾱq) = 0,

ò.å. h(x, z∗, v) = 0 äëÿ z∗ = x + ᾱq. Òàêèì îáðàçîì,

Q(x, v) = {x + ᾱq}.

Òîãäà ñîãëàñíî (2.61)

Γ(x, g, v) = {w ∈ Rn | (w, q) ≤ 1

ᾱ(q)
[(v, q)− ∂f(x)

∂g
]}. (2.62)

Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.9.1 äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà
ôóíêöèè

Φε(x) = min
v∈∂εf(x)

‖ v ‖2 .
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Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ε- ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ôóíêöèÿ Φε(·)
íåïðåðûâíà â Rn è ðàâíà íóëþ â òî÷êå x∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x∗

− ε -ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(·), ò.å. Φε(x
∗) = 0, åñëè 0 ∈ ∂εf(x∗).

Î÷åâèäíî, ÷òî
Φε(x) = −ϕ(x),

ãäå
ϕ(x) = max

v∈∂εf(x)
[− ‖ v ‖2].

Òàê êàê ôóíêöèÿ
F (x, v) = − ‖ v ‖2

âîãíóòàÿ ïî v, òî ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.9.1 äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé
ïî íàïðàâëåíèþ ôóíêöèè ϕ(·).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 0 /∈ ∂εf(x), ò.å. ϕ(x) < 0. Ìíîæåñòâî R(x) ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé òî÷êè v0:

R(x) = {v0 |‖ v0 ‖= min
v∈∂εf(x)

‖ v ‖}.

Èç (2.58) è (2.61) èìååì
∂ϕ(x)

∂g
= sup

w∈Γ(x,g,v0)
[−2(v0, w)], (2.63)

ãäå
Γ(x, g, v0) = {w ∈ Rn | (w, q) ≤ 1

α(q)
[(v0, g)− ∂f(x)

∂g
]

∀g ∈ P (x, v0), ∀α(q) ∈ Θ(x, v0, q)} (2.64)

Çàìåòèì, ÷òî
q ∈ −v0/ ‖ v0 ‖∈ P (x, v0).

ßñíî èç (2.63) è (2.64), ÷òî

max {∂ϕ(x)

∂g
| g ∈ Sn−1

1 (0)}

äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ìàêñèìóì ôóíêöèè

H(g) = (v0, g)− ∂f(x)

∂g
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ïî g äîñòèãàåòñÿ. Íåòðóäíî íàéòè ýòîò ìàêñèìóì:

arg max{H(g) | g ∈ Sn−1
1 (0)} = g0 =

v0 − v̄

‖ v0 − v̄ ‖ ,

ãäå
‖ v0 − v̄ ‖= min

v∈∂f(x)
‖ v0 − v ‖ .

Íàïðàâëåíèå g0 ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.8.1. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòî íàïðàâëåíèå
äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·).

Òåïåðü èññëåäóåì ôóíêöèþ

ϕr(x) =
∂εf(x)

∂r
= max

v∈∂εf(x)
(v, r),

ãäå r ∈ Rn. Ôóíêöèÿ F (x, v) = (v, r) ëèíåéíàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðè-
ìåíèòü òåîðåìó 2.9.1. Èìååì

R(x, r) = Rr(x) = {v ∈ ∂εf(x) | (v, r) =
∂εf(x)

∂r
}. (2.65)

Âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Rr(x) ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà ∂ε f(x).

Ïîýòîìó

Γr(x, g, v) = {w ∈ Rn | (w, q) ≤ 1

α(q)
[ (v, g)− ∂f(x)

∂g
] ∀q ∈ P (x, v),

∀α(q) ∈ Θ(x, v, q) }.
Èç (2.58) èìååì

∂ϕr(x)

∂g
= sup

v∈R(x,r)
sup

w∈Γr(x,g,v)
(r, w). (2.66)

Åñëè f(·) íå èìååò ëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ, òî (2.66) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂ϕr(x)

∂g
= sup

v∈R(x,r)
sup

w∈Γr(x,g,v)
(r, w),

ãäå
Γr(x, g, v) = {w ∈ Rn | (w, r) ≤ 1

ᾱ(r)
[ (v, g)− ∂f(x)

∂g
] }.
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Çäåñü ᾱ(r) îäíî è òî æå äëÿ âñåõ v ∈ R(x, r). Îòñþäà

∂ϕr(x)

∂g
= sup

v∈R(x,r)

1

ᾱ(r)
[ (v, g)− ∂f(x)

∂g
]. (2.67)

Äëÿ r = g ïîëó÷èì

∂2
εf(x)

∂g2 =
∂ϕg(x)

∂g
=

1

ᾱ(g)
[
∂εf(x)

∂g
− ∂f(x)

∂g
]. (2.68)

Âïåðâûå äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè ϕr(·) èññëåäîâàëàñü
â [95]. Ïîçäíåå îíà áûëà ïîäðîáíî èññëåäîâàíà ôðàíöóçñêèì ó÷åíûì Hiriart-
Urruty J.-B.

Åñëè ôóíêöèÿ f(·) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x + ᾱ(g)g, òî

∂f(x + ᾱ(g) g)

∂g
=

∂εf(x)

∂g
,

÷òî ñëåäóåò èç ïîëó÷åííîãî ðàíåå âêëþ÷åíèÿ

v ∈ ∂f(x + ᾱ(g)g).

Èç (2.68) èìååì

∂2
ε f(x)

∂g2 =
1

ᾱ(g)
[
∂f(x + ᾱ(g) g)

∂g
− ∂f(x)

∂g
].

Òàê êàê
ᾱ(g) → 0

ïðè ε → +0, òî
∂2

ε f(x)

∂g2 → ∂2 f(x)

∂g2 ,

åñëè ôóíêöèÿ f(·) èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ g â òî÷êå x.
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3 C2(D) ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ
ÍÅÃËÀÄÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ, ÑÎÕÐÀÍßÞÙÈÅ ε(D)

ÒÎ×ÊÈ ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÝÊÑÒÐÅÌÓÌÎÂ

Ñ ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ íîâûé íåëîêàëüíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ
ôóíêöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè, ñîõðàíÿþùèå ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. C ïîìîùüþ òàêèõ ôóíêöèé
ìîæíî ñòðîèòü ìåòîäû îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ñõîäÿùèåñÿ ê ε(D)-
ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì. Îïèñàí àëãîðèòì îïòèìèçàöèè, ñõîäÿùèéñÿ ê ñòàöè-
îíàðíîé òî÷êå ôóíêöèè f(·) ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ, ò. å. èìåþùèé ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè áîëåå áûñòðóþ, ÷åì ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ðå-
çóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [66], [67]

3.1 Ââåäåíèå

Íåãëàäêèå (íåäèôôåðåíöèðóåìûå) èëè íåäîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, êîòî-
ðûå, íàïðèìåð, íå èìåþò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ñòàëè â íàøè äíè îáû÷íûì èí-
ñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ. Òàêèìè ôóíêöèÿìè îïèñûâàþòñÿ ìíîãèå ïðîöåññû
â ýêîíîìèêå, ïëàíèðîâàíèè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ò.ä. Ïðèìåðîì òàêèõ ôóíê-
öèé ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ôóíêöèè, ïîëó÷àåìûå ïðè âçÿòèè îïåðàöèé ìè-
íèìóìà èëè ìàêñèìóìà. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ îò
ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ãëàäêèõ (äèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé. Îáû÷íîãî â íà-
øåì ïîíèìàíèè îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà ó íåãëàäêèõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò.
Áûëî ââåäåíî îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè â
êàæäîé òî÷êå îáðàçóþò ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà. Ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàð-
êà, êàê ôóíêöèÿ òî÷êè, åñòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (ì.î.), ÿâëÿþùååñÿ íå
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íåïðåðûâíûì, à òîëüêî ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó (ï.ñâ.). Èçâåñòíî, ÷òî ëèï-
øèöåâà ôóíêöèÿ ïî÷òè âñþäó (ï.â.) â Rn äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðîáëåìà åùå
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äàæå äëÿ òî÷êè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóáäèôôåðåí-
öèàë Êëàðêà íå ñîâïàäàåò ñ åå ãðàäèåíòîì. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè

y = x2 sin(
1

x
), x 6= 0, y(0) = 0,

íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â íóëå ðàâíà íóëþ, à ñóáäèôôåðåí-
öèàë Êëàðêà â íóëå åñòü îòðåçîê [-1, 1], ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñêàçàííîå âûøå. À
åñëè ìû èìååì ðàçðûâíûå ãðàäèåíòû (îáîáùåííûå ãðàäèåíòû), êàê ôóíêöèè
îò òî÷êè, òî ïîñòðîèòü ìåòîäû îïòèìèçàöèè è îöåíèòü èõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè
â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìèàëü-
íóþ èëè êàêóþ-íèáóäü äðóãóþ àïïðîêñèìàöèþ è ïåðåéòè ê îïòèìèçàöèè óæå
ãëàäêîé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè [73] ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ òî÷åê ýêñòðåìóìà. Êàê îòäåëèòü â ïðîöåññå îïòè-
ìèçàöèè ôèêòèâíûå òî÷êè ýêñòðåìóìà îò íàñòîÿùèõ, êîòîðûå íàì íåèçâåñò-
íû? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ åùå áîëåå òðóäíîé çàäà÷åé, ÷åì èñõîäíàÿ
çàäà÷à. Ïîýòîìó ðàçâèòèå òåîðèè îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé ïîøëî ïî
ïóòè ðàçðàáîòêè ñîáñòâåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ñâîéñòâàõ îáîáùåííûõ
ãðàäèåíòîâ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé [55]-[71]. Çäåñü ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòû Í.
Ç. Øîðà [82] , Á. Í. Ïøåíè÷íîãî [71], Â. Ô. Äåìüÿíîâà [15], Å. À. Íóðìèíñêîãî
[40], Ô. Êëàðêà [28], Ð. Ðîêàôåëëàðà [74] , Ë. Í. Ïîëÿêîâîé [49], óïîìÿíóòûå
â ñïèñêå ëèòåðàòóðû. Âïåðâûå ìåòîäû ñãëàæèâàíèÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé è ïî-
ñòðîåíèÿ íà èõ îñíîâå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ïðåäëîæèë â ñâîåé äîêòîðñêîé
äèññåðòàöèè À. Ì. Ãóïàë ([11], [37]).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå óñêîðåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíê-
öèé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêèå êîíñòðóêöèè, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû ìåòîäû
îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Íî
äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè ïîñòðîåíèè ýòèõ êîíñòðóê-
öèé òî÷êè ýêñòðåìóìà íå èñ÷åçàëè è íå ïîÿâëÿëèñü íîâûå.

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ èìåííî òàêîé ñïîñîá ñãëàæèâàíèÿ íåãëàäêîé Ôóíêöèè
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[67]. Ïîëó÷èâøàÿñÿ â èòîãå ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.
Åñëè æå ê íåé ïîâòîðíî ïðèìåíèòü îïèñàííóþ íèæå îïåðàöèþ, òî ïîëó÷èì
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ òî÷êè ýêñòðåìóìà, ñîâïàäà-
þùèå ñ ε- ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè èñõîäíîé ôóíêöèè. Íîâûõ (äîïîëíèòåëü-
íûõ) òî÷åê ýêñòðåìóìà, êðîìå ε- ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê èñõîäíîé ôóíêöèè, ïî-
ñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ èìåòü íå áóäåò. Ê äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
âïîëíå ïðèìåíèìû ìåòîäû îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùèå óñêî-
ðåííîé ñõîäèìîñòüþ.

Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ íèæå ôóíêöèé ìû ìîæåì ïåðåéòè îò ëîêàëüíîé
îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé ê ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé,
à òàêæå îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê òî÷êå ýêñòðåìóìà, ÷òî áåçóñëîâíî âàæ-
íî, ïîñêîëüêó ìîæíî ñòðîèòü óñêîðåííûå îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû äëÿ ôóíê-
öèé ñ ðàçðûâíûìè ãðàäèåíòàìè. Ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé, íàñêîëüêî èçâåñòíî
àâòîðó, íèêòî ðàíåå íå ïðåäëàãàë.

3.2 Ñãëàæèâàþùèå èíòåãðàëüíûå ôóíêöèè

Ïóñòü f(·) : Rn → R − ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L ôóíêöèÿ, è x∗− åå òî÷êà ëî-
êàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) â Rn. Êàê èçâåñòíî, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ýêñòðåìóìà äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü íóëÿ ñóáäèô-
ôåðåíöèàëó Êëàðêà, ò. å.

0 ∈ ∂f(x∗).

Ëþáàÿ òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íàïèñàííîå âûøå óñëîâèå, íàçûâàåòñÿ
òàêæå ñòàöèîíàðíîé. Íå âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà
èëè ìàêñèìóìà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî D ⊂
Rn. Ââåäåì îïðåäåëåíèå ε(D) ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Òî÷êó xε íàçîâåì ε(D) ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè
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f(·), åñëè ìíîæåñòâó xε + D ïðèíàäëåæèò ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè
f(·).

Åñëè ôóíêöèÿ f(·)− ñèëüíî âûïóêëàÿ, òî äàííîå îïðåäåëåíèå õîðîøî ñîãëà-
ñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì ε-ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè [74], òàê
êàê äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äî ìíî-
æåñòâà ε- ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ÷åðåç èçìåíåíèÿ ôóíêöèè
f(·).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(·) : Rn → R

ϕ(x) =
1

µ(D)

∫

D

f(x + y)dy, (3.1)

ãäå 0 ∈ intD, µ(D)− ìåðà îáëàñòè D, µ(D) > 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ(·)− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(·)− ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ ñ òîé æå êîíñòàíòîé Ëèïøèöà, ÷òî è ó ôóíêöèè f(·). Äåéñòâèòåëüíî,

| ϕ(x1)− ϕ(x2) |≤ 1

µ(D)

∫

D

| f(x1 + y)− f(x2 + y) | dy ≤

≤ 1

µ(D)

∫

D

L‖x1 − x2‖dy ≤ L‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ Rn.

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(·)− äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. f(·) ëèïøèöåâà, à ïîýòîìó
îíà ïî÷òè âñþäó (ï.â.) äèôôåðåíöèðóåìà â Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(f) ìíîæå-
ñòâî òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(·) â Rn. Èçâåñòíî, ÷òî N(f) âñþäó
ïëîòíî â Rn è, â ÷àñòíîñòè, â D, òàê êàê µ(D) > 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðîèçâåäåì êîíå÷íóþ òðèàíãóëÿöèþ ìíîæåñòâà D è ïîñòðîèì ïî íåé ìíî-
ãîãðàííóþ ôóíêöèþ fm(·), ãðàôèê êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà m ãè-
ïåðïëîñêîñòåé. Ïîñòðîèì ïî fm(·) ôóíêöèþ

ϕm(x) =
1

µ(D)

∫

D

fm(x + y)dy,

Ôóíêöèè fm(·), ϕm(·) ëèïøèöåâû, à ïîýòîìó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ϕm(x +4x)− ϕm(x) =
1

µ(D)
(

∫

D

f ′m(x̄ñð + z)dz,4x),
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â êîòîðîì x̄ñð ∈ [x, x +4x].
Èçâåñòíî, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå Êëàðêà â îêðåñòíîñòè

ëþáîé òî÷êè x ∈ Rn ðàâíîìåðíî ï. ñâ., ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
δ > 0, äëÿ êîòîðûõ âåðíî âêëþ÷åíèå

∂CLϕm(y) ⊂ Bn
ε (0) + ∂CLϕm(x),

êîãäà ‖x− y‖ < δ, Bn
ε (0) = {z ∈ Rn | ‖z‖ ≤ ε}.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, ÷òî
∫

D

f ′m(x̄ + z)dz ⊂
∫

D

f ′m(x + z)dz + Bn
ε (0)µ(D),

åñëè ‖x̄ñð − x‖ < δ. Ïîýòîìó
∫

D

f ′m(x̄ñð + z)dz −
∫

D

f ′m(x + z)dz −→ 0

ðàâíîìåðíî ïî 4x ∈ Bn
δ (0), êîãäà 4x → 0, x̄ñð → x. Îòñþäà èìååì

∫

D

fm(x + z +4x)dz −
∫

D

fm(x + z)dz = (

∫

D

f ′m(x + z)dz,4x) + om(4x),

ãäå om(4x)/‖4x‖ → 0 ïðè 4x → 0 ðàâíîìåðíî ïî 4x è m, òàê êàê âñå
ôóíêöèè ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâû ïî m. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü

ϕm(x +4x) = ϕm(x) +
1

µ(D)

∫

D

(f ′m(z + x),4x)dz + õm(4x), (3.2)

ãäå õm(4x)/‖4x‖ → 0 ïðè 4x → 0 ðàâíîìåðíî ïî 4x è m. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî

1

µ(D)

∫

D

(f ′m(z + x),4x)dz

åñòü ëèíåéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â ðàçëîæåíèè ïî4x ôóíêöèè ϕm(x+4x) â òî÷êå
x. Ïîñêîëüêó 4x− ïðîèçâîëüíîå ïðèðàùåíèå è x ∈ Rn− ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
ïðîñòðàíñòâà Rn, òî ϕm(·)− äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîäíîé

ϕ′m(x) =
1

µ(D)

∫

D

f ′m(z + x)dz.
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî m →∞ â (3.2), ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

ϕ(x +4x) = ϕ(x) +
1

µ(D)

∫

D

(f ′(z + x),4x)dz + õ(4x)

íåçàâèñèìî îò âûáîðà ðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè ìíîæåñòâà D. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî

ϕ′(x) =
1

µ(D)

∫

D

f ′(z + x)dz. (3.3)

Åñëè f(·)− ëèïøèöåâàÿ, òî ϕ′(·) åñòü íåïðåðûâíàÿ, ïîñêîëüêó ‖f ′(·)‖ ≤ L

è ïðè ìàëîì èçìåíåíèè x çíà÷åíèå èíòåãðàëà òàêæå áóäåò ìàëî ìåíÿòüñÿ.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Èíòåãðàë çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ëåáåãîâîì ñìûñëå. Èç ïðè-
âåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà âèäà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ϕ(·) ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.3).

Çàìå÷àíèå 3.2.2. Îáùåèçâåñòíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà â äàííîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿþòñÿ (ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
íåäèôôåðåíöèðóåìà). Ïîýòîìó ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà (3.1) áåç äîïîëíèòåëüíîãî îáîñíîâàíèÿ íåëüçÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·) : Rn → R ôóíê-
öèÿ

ϕ(x) =
1

µ(D)

∫

D

f(x + y)dy,

ãäå D − ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â Rn, 0 ∈ intD, µ(D)− ìåðà îáëàñòè D, µ(D) >

0, åñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîäíîé

ϕ′(x) =
1

µ(D)

∫

D

f ′(z + x)dz.

Çàìå÷àíèå 3.2.3. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(·) áåðåòñÿ â òåõ òî÷êàõ, ãäå îíà
ñóùåñòâóåò.
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Ïðèìåð 3.2.1. Ïóñòü f(x) =| x | . Íàéäåì ϕ(x). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå
ε > 0. Åñëè x + ε ≤ 0, òî

ϕ(x) =
1

2ε

∫ x+ε

x−ε

(−y)dy = −x.

Åñëè x− ε ≥ 0, òî
ϕ(x) =

1

2ε

∫ x+ε

x−ε

(y)dy = x.

Åñëè x− ε < 0 è x + ε > 0, òî

ϕ(x) =
1

2ε
(

∫ 0

x−ε

(−y)dy +

∫ x+ε

0
ydy) =

1

2ε
(x2 + ε2).

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ϕ(·). Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Åñëè x + ε < 0, òî ϕ′(x) = −1. Ñðàâíèì ñî çíà÷åíèåì, âû÷èñëÿåìûì ïî
ôîðìóëå (3.3). Èìååì

ϕ′(x) =
1

2ε

∫ x+ε

x−ε

(−1)dz = −1.

Åñëè x− ε > 0, òî ϕ′(x) = 1.
Åñëè x− ε < 0 è x + ε > 0, òî

ϕ′(x) =
1

2ε
(

∫ 0

x−ε

(−1)dy +

∫ x+ε

0
dy) =

1

2ε
(x− ε + x + ε) =

x

ε
.

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå äëÿ ϕ′(·), âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå (3.3), ñîâïàäàåò ñ
èñòèííûì çíà÷åíèåì ïðîèçâîäíîé.

Ïðèìåð 3.2.2. Ðàññìîòðèì ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ

f(x) =

{
−x, åñëè x ≤ 0,

x + 1, åñëè x > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî, ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (3.1), ϕ(·)− íåïðåðûâíàÿ, íî åå ïðîèç-
âîäíàÿ − ðàçðûâíàÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Åñëè x + ε < 0, òî

ϕ(x) =
1

2ε

∫ x+ε

x−ε

(−y)dy = −x.
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Åñëè x− ε > 0, òî

ϕ(x) =
1

2ε

∫ x+ε

x−ε

(1 + y)dy = x + 1.

Åñëè x− ε < 0 è x + ε > 0 , òî

ϕ(x) =
1

2ε
(

∫ 0

x−ε

(−y)dy +

∫ x+ε

0
(1 + y)dy) =

1

2ε
(x2 + ε2 + x + ε)

Âèäíî, ÷òî ϕ(·) − íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ϕ′(·). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ϕ′(x) =





−1, åñëè x + ε < 0,
1, åñëè x− ε > 0,

1
2ε(2x + 1), åñëè x− ε < 0 è x + ε > 0.

Îòñþäà âèäíî, ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(·) − ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Èç ïðèìåðà 3.2.2 âèäíî, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f(·)
âàæíà äëÿ íåïðåðûâíîñòè ϕ′(·). Åñëè f(·) ëèïøèöåâàÿ, òî ϕ(·) òàêæå íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ëèïøèöåâîñòü
ôóíêöèè f(·) âàæíà äëÿ ëèïøèöåâîñòè ïðîèçâîäíîé ϕ′(·).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Φ(x) =
1

µ(D)

∫

D

ϕ(x + y)dy,

Òîãäà, ïîñêîëüêó ϕ(·) − ëèïøèöåâà, òî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, áóäåì èìåòü

Φ′(x) =
1

µ(D)

∫

D

ϕ′(z + x)dz. (3.4)

Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ϕ′(·) ëèïøèöåâàÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Φ(·)− íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæíî ïîâòîðíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
(3.4). Â èòîãå áóäåì èìåòü

Φ′′(x) =
1

µ(D)

∫

D

ϕ′′(z + x)dz, (3.5)
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ò. å. Φ(·)− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ϕ′(·) − ëèïøèöåâàÿ, òî
‖ϕ′′(·)‖ ≤ L̃, ãäå L̃ − êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè ϕ′(·), òî Φ(·) − äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé íîðìà ìàòðèöû âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé L̃, ò. å. ‖Φ′′(·)‖ ≤ L̃. Îñòàëîñü ïîêàçàòü,
÷òî ϕ′(·) − ëèïøèöåâàÿ.

Òåîðåìà 3.2.2. Åñëè f(·)− ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ â Rn, òî ϕ′(·)− òàêæå ëèï-
øèöåâàÿ â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x, y ∈ Rn. Ñîãëàñíî äî-
êàçàííîìó ðàíåå

ϕ′(x) =
1

µ(D)

∫

D

f ′(z + x)dz, ϕ′(y) =
1

µ(D)

∫

D

f ′(z + y)dz.

Òîãäà
‖ϕ′(x)− ϕ′(y)‖ =

1

µ(D)
‖

∫

D

(f ′(z + x)− f ′(y + z))dz‖ =

=
1

µ(D)
‖

∫

4D1

f ′(z)dz +

∫

4D2

f ′(z)dz‖,

ãäå 4D1,4D2− ìíîæåñòâà, ïîëó÷àåìûå âû÷èòàíèåì ìíîæåñòâ x + D è y + D

èç äðóã äðóãà, à èìåííî,

4D1 = (x + D)\(y + D), 4D2 = (y + D)\(x + D).

Íî â Rn åñòü çàâèñèìîñòè ìåæäó 4D1,4D2 è x − y. À èìåííî, ñóùåñòâóåò
êîýôôèöèåíò k(D,n) > 0, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

µ(4D1) ≤ k(D,n)‖x− y‖, µ(4D2) ≤ k(D, n)‖x− y‖,

ãäå µ(4Di), i = 1, 2,− ìåðû ìíîæåñòâ 4Di, i = 1, 2.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, øàð è êâàäðàò â R2. Òàê äëÿ øàðà ñ
ðàäèóñîì r, êàê ýòî âèäíî èç Ðèñ. 3.1.,

µ(4D1) ≤| AB | 2r, µ(4D2) ≤| DB | 2r.
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Íî | AB |≤ 2‖x− y‖ è | DB |≤ 2‖x− y‖, ïîýòîìó

µ(4D1) ≤ 4r‖x− y‖, µ(4D2) ≤ 4r‖x− y‖,

ò. å. äëÿ øàðà íà ïëîñêîñòè k(D,n) = 4r.
Äëÿ êâàäðàòà ïðîâîäèì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ

µ(4D1) ≤ (| AB | + | CD |)a,

ãäå a − äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà. Íî | AB |≤ ‖x − y‖ è | CD |≤ ‖x − y‖ (ñì.
Ðèñ.3.2). Îòñþäà

µ(4D1) ≤ 2a‖x− y‖,
ò. å. äëÿ êâàäðàòà íà ïëîñêîñòè k(D, n) = 2a.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ êîýôôèöèåíòà k(D,n) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà D.

Ëåììà 3.2.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé ôèãóðû D ⊂ Rn ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà k(D, n) > 0, ÷òî âåðíû íåðàâåíñòâà

µ(4D1) ≤ k(D, n)‖x− y‖, µ(4D2) ≤ k(D, n)‖x− y‖. ∀x, y ∈ Rn

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïëîñ-
êîé âûïóêëîé êîìïàêòíîé ôèãóðû. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî D ⊂ R2, èçîáðàæåííîå íà Ðèñ. 3.3. Â ïðîèçâîëüíîì ñå÷å-
íèè îáëàñòè4D1, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ïàðàëëåëîãðàììîì ABCD, ïàðàëëåëüíîì
ñòîðîíå AB, îòðåçîê îáëàñòè ñå÷åíèÿ ïî äëèíå íå ïðåâîñõîäèò äëèíû ñòîðîíû
AB, äëèíà êîòîðîé â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíà ‖x − y‖. Ñòîðîíà BC íå ïðåâîñõî-
äèò äèàìåòðà d îáëàñòè D. Íî ïîñêîëüêó ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD

è îáëàñòè 4D1 ñêëàäûâàþòñÿ èç ñóìì ìàëåíüêèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, òàê íà-
çûâàåìûõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì, òî â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäü îáëàñòè 4D1,
íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà
ABCD íå ïðåâîñõîäèò d‖x− y‖. Ëåììà äîêàçàíà. ¤
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Îòêóäà, ñ ó÷åòîì, ÷òî ‖f ′(x)‖ ≤ L äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn, èìååì

‖ϕ′(x)− ϕ′(y)‖ ≤ 2Lk(D, n)

µ(D)
‖x− y‖,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü, ò. å. ϕ′(·)− ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé 2Lk(D,n)
µ(D) .

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Çàìå÷àíèå 3.2.4. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå
êîíñòàíòû L̃ ìîæíî âçÿòü 2Lk(D,n)/µ(D).

Çàìå÷àíèå 3.2.5. Èç âèäà êîíñòàíòû k(D,n) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â
ñëó÷àå øàðà è êóáà â Rn êîýôôèöèåíò Ëèïøèöà L̃ = 2Lk(D,n)

µ(D) çàâèñèò îò
îáëàñòè D êàê 1

d, ãäå d − äèàìåòð ìíîæåñòâà D.

Çàìå÷àíèå 3.2.6. Ñîãëàíî ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìå ôóíêöèÿ ϕ(·) ïî÷òè
âñþäó äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà. Èíòåãðèðîâàíèå â (3.5) ïîíèìàåòñÿ, êàê è
ðàíåå, â ñìûñëå Ëåáåãà.

Çàìå÷àíèå 3.2.7. Ïðèìåð 3.2.1 ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûé âûâîä íàñ÷åò âè-
äà êîíñòàíòû Ëèïøèöà L̃ ïðîèçâîäíîé ϕ′(·). Âèäíî, ÷òî L̃ çàâèñèò îò äèà-
ìåòðà ìíîæåñòâà D, êàê 2

d, ãäå d = ε−äèàìåòð ìíîæåñòâà D. Òàêæå èç
òîãî æå ïðèìåðà

ϕ′′(x) =





0, åñëè x + ε < 0,
0, åñëè x− ε > 0,

1
ε , åñëè x− ε < 0 è x + ε > 0.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü

Φ′′(x) =





0, åñëè x + 2ε < 0,
0, åñëè x− 2ε > 0,

x+2ε
2ε2 , åñëè x ≤ 0 è x + 2ε ≥ 0,

−x+2ε
2ε2 , åñëè x ≥ 0 è x− 2ε ≤ 0.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ‖ϕ′′(·)‖ ≤ L̃ è ‖Φ′′(·)‖ ≤ L̃, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííûé
ðàíåå âûâîä.
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Ñëåäñòâèå 3.2.1. Ôóíêöèÿ Φ(·) èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ñ
êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L′ = 4Lk2(D,n)

µ2(D,n) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ‖ϕ′′(·)‖ ≤ L̃, òî ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû 3.2.2 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(·) èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L′ = 2L̃k(D,n)

µ(D) , èëè, åñëè ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå äëÿ L̃,
èìååì L′ = 4Lk2(D,n)

µ2(D,n) , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤

Çàìå÷àíèå 3.2.8. Èç âèäà êîíñòàíòû k(D,n) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â
ñëó÷àå øàðà è êóáà â Rn êîýôôèöèåíò Ëèïøèöà L′ = 2L̃k(D,n)

µ(D) çàâèñèò îò
îáëàñòè D êàê 1

d2 , ãäå d − äèàìåòð ìíîæåñòâà D. Â íàøåì ïðèìåðå ìû
ïîëó÷èëè êîíñòàíòó L′ â âèäå 2

d2 = 1
2ε2 , ÷òî ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó äåé-

ñòâèòåëüíîé êîíñòàíòû Ëèïøèöà.

Åñëè x− òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·), òî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì r > 0 è D = Sn−1

r (0) = {z ∈ Rn | ‖z‖ ≤ r}, òî÷êà x

åñòü òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè ϕ(·) òàêæå. Íî â
îòëè÷èå îò ôóíêöèè f(·) ôóíêöèÿ ϕ(·) íåïðåðûâíà äèôôåðåíöèðóåìà. Àíàëî-
ãè÷íîå âåðíî è äëÿ ôóíêöèè Φ(·), ò. å. òî÷êà x − òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè Φ(·). Íî â îòëè÷èå îò ôóíêöèé f(·) è ϕ(·) ôóíêöèÿ
Φ(·) − äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ è äëÿ íåå ìîæíî èñïîëüçîâàòü
îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ôóíêöèè ϕ(·) è Φ(·) íàðÿäó ñ íîâûìè ñâîéñòâàìè òàêæå ñîõðàíÿþò íåêîòî-
ðûå âàæíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè f(·).

Òåîðåìà 3.2.3. Åñëè f(·) − êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ â Rn, òî ϕ(·) −
òàêæå êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè ϕ(·) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî [71], ÷òîáû ϕ(·) áûëà äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì è äëÿ
ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ g ∈ Rn ôóíêöèÿ

ϑ(α) = ϕ′(x + αg, g) =
∂ϕ(x + αg)

∂g
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áûëà íåóáûâàþùåé íà ëó÷å [0, +∞).
Òî, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(·) äèôôåðåíöèðóåìà ïî íàïðàâëåíèÿì, ñëåäóåò èç åå

äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîèçâîëüíîìó íà-
ïðàâëåíèþ g ∈ Rn ôóíêöèè ϕ(·) â òî÷êàõ x è x + αg. Èìååì

ϑ(0) = ϕ′(x, g) =
∂ϕ(x)

∂g
=

1

µ(D)

∫

D

∂f(x + y)

∂g
dy ≤

≤ ϑ(α) = ϕ′(x + αg, g) =
∂ϕ(x + αg)

∂g
=

1

µ(D)

∫

D

∂f(x + αg + y)

∂g
dy,

òàê êàê, ñîãëàñíî âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(·), âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà äëÿ
ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

∂f(x + y)

∂g
≤ ∂f(x + αg + y)

∂g
.

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Òàêæå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ(·) íå ìîãóò áûòü áîëüøå ìàê-

ñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(·), è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ(·) íå
ìîãóò áûòü ìåíüøå ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(·).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| f(x) |≤ C ∀x ∈ Rn,

òî òàêæå, êàê ëåãêî âèäíî, âåðíî è íåðàâåíñòâî

| ϕ(x) |≤ 1

µ(D)

∫

D

| f(x + y) | dy ≤ C ∀x ∈ Rn,

îòêóäà è ñëåäóåò ñäåëàííîå âûøå óòâåðæäåíèå.
Î÷åâèäíî, ïî èíäóêöèè ñâîéñòâà ôóíêöèè ϕ(·) ïåðåíîñÿòñÿ íà ôóíêöèþ

Φ(·).
Ïîñìîòðèì, êàêèìè ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè îáëàäàåò ôóíêöèÿ ϕ(·). Ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå (3.3), ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé x∗ ôóíêöèè ϕ(·) ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ
òî÷êà, äëÿ êîòîðîé

ϕ′(x∗) =
1

µ(D)

∫

D

f ′(z + x∗)dz = 0. (3.6)
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Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ìíîæåñòâó x∗+D îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò ñòàöèîíàðíàÿ
òî÷êà ôóíêöèè f(·).

Èíòåãðàë â (3.6) ìîæíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè δ > 0 ïðåäñòàâèòü â
âèäå êîíå÷íîé ñóììû

1

µ(D)

N∑
i=1

f ′(zi + x∗)µ(Di), (3.7)

ãäå N = N(δ), Di ⊂ D − ïîäîáëàñòè ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà D, µ(Di)− èõ ìåðû,
ïðè÷åì

N∑

i=1

µ(Di) = µ(D).

Ñóììà (3.7) åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ f ′(zi + x∗). Äåéñòâèòåëüíî,

1

µ(D)

N∑

i=1

f ′(zi + x∗)µ(Di) =
N∑

i=1

µ(Di)

µ(D)
f ′(zi + x∗) =

N∑

i=1

αif
′(zi + x∗), (3.8)

ãäå αi = µ(Di)
µ(D) , αi ≥ 0, è

∑N
i=1 αi = 1.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (3.6), ñóììà (3.8) ïðè áîëüøèõ N = N(δ) (ìàëûõ δ) ìî-
æåò áûòü ñäåëàíà êàê óãîäíî áëèçêîé ê íóëþ. Ïîñêîëüêó âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
âåêòîðîâ − çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îáîáùåííûõ ãðàäèåí-
òîâ åñòü âåêòîð, êîëëèíåàðíûé íåêîòîðîìó îáîáùåííîìó ãðàäèåíòó ôóíêöèè
f(·) â íåêîòîðîé òî÷êå x∗+ z̄ ∈ x∗+D, z̄ ∈ D, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà (3.8) åñòü
âåêòîð, ñòðåìÿùèéñÿ ïðè N →∞ ê íóëåâîìó îáîáùåííîìó ãðàäèåíòó. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ + z̄ ∈ x∗ + D, z̄ ∈ D, ñ íóëåâûì îáîáùåííûì
ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f(·).

Ïîýòîìó ìíîæåñòâó x∗+D ïðèíàäëåæèò ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà x∗+z̄ ôóíêöèè
f(·). Îòñþäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, x∗ åñòü ε(D)- ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2.4. Âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè ϕ(·) ÿâëÿþòñÿ ε(D)-
ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ôóíêöèè f(·).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è äëÿ ôóíêöèè Φ(·), ò. å. âåðíî
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Ñëåäñòâèå 3.2.2. Âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè Φ(·) ÿâëÿþòñÿ ε(D)-
ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ôóíêöèè ϕ(·) èëè ε(2D)- ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè
ôóíêöèè f(·)

Ñëåäñòâèå 3.2.3. Åñëè x∗ − òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·), äëÿ
êîòîðîé ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü S, x∗ ∈ intS, ãäå

f(z) ≥ f(x∗) ∀z ∈ S,

òî íàéäóòñÿ âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî D è òî÷êà y ∈ S, ãäå ϕ′(y) =

0 è x∗ ∈ y + D ⊂ S, ò. å. òî÷êà y ÿâëÿåòñÿ ε(D)-ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé
ôóíêöèè f(·).

Àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷êè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f(·).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ôóíêöèè ϕ(·), êîòîðàÿ íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê
íè ïðè êàêîì D, õîòÿ èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f(·) ñòàöèîíàðíûå òî÷êè èìååò.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x3, x ∈ R. Íà÷àëî êîîðäèíàò − ñòàöèîíàð-
íàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(·), òàê êàê f ′(0) = 0. Îäíàêî ϕ(x) = x(x2 + 1) äëÿ
D = [−1, 1] è ϕ′(x) = 3x2 +1 > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ R, ò. å. ôóíêöèÿ ϕ(·) íå èìå-
åò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà D.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ε(2D)-ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè f(·) ñëåäóåò ïðèìå-
íÿòü ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà ê ôóíêöèè Φ(·). Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ñôîð-
ìóëèðîâàííûå â ([24]), òî ÷èñëåííûé ìåòîä áóäåò ñõîäèòüñÿ ñ êâàäðàòè÷íîé
ñêîðîñòüþ. Íèæå áóäåò ïðèâåäåí ÷èñëåííûé ìåòîä îïòèìèçàöèè, ñõîäÿùèé-
ñÿ áûñòðåå ëþáîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ôóíêöèè
f(·).
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3.3 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ε(2D)-ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ñõîäÿùèéñÿ
ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ

Ïîñêîëüêó äëÿ ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Φ(·) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî ‖Φ′′(·)‖ ≤ L̃, òî åñëè äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ Rn âìåñòî
ôóíêöèè Φ(·) ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ Φ̃(·) : Rn → R:

Φ̃(y, x) = Φ(y) + L̃‖y − x‖2,

äëÿ y ∈ Rn, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåò èìåòü ìåñòî íåðàâåíñòâî

L̃‖z‖2 ≤ (∇2Φ̃(x, x)z, z) ≤ 3L̃‖z‖2 ∀z ∈ Rn,

ãäå ∇2Φ̃(·, x) = Φ̃′′(·, x)−ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Φ̃(·, x) ïî ïå-
ðåìåííîé y.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Φ(·) îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî ôóíêöèÿ Φ̃(·, x) òàêæå
îãðàíè÷åíà ñíèçó äëÿ ëþáûõ òî÷åê x è y èç Rn. Òàêæå ∇Φ̃(x, x) = ∇Φ(x), ãäå
∇Φ̃(x, x) − ãðàäèåíò ôóíêöèè ∇Φ̃(·, x) â òî÷êå y = x.

Îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ ïîèñêà ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíêöèè
Φ(·).

Ïóñòü òî÷êà xk íà k- îì øàãå óæå ïîñòðîåíà. Ïîñòðîèì òî÷êó xk+1. Ïîëî-
æèì ïî îïðåäåëåíèþ Φ̃k(·) = Φ̃(·, xk).

1. Âû÷èñëÿåì 4k = −(∇2Φ̃k(xk))
−1∇Φ̃k(xk).

2. Íàõîäèì òàêîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî lk, äëÿ êîòîðîãî

Φ̃k(xk + 2−lk4k) ≤ Φ̃k(xk)− 2−2lk‖4k ‖2 . (3.9)

3. Ïîëàãàåì xk+1 = xk + 2−lk4k, k = k + 1 è ïåðåõîäèì ê îïåðàöèè 1.
Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî lk, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â îïåðàöèè 1, íàéäåòñÿ.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ Φ̃k(·) â îêðåñòíîñòè òî÷êè xk â ðÿä Òåéëîðà:

Φ̃k(xk + α4k) = Φ̃k(xk) + α(∇Φ̃k(xk),4k) + ok(‖α4k‖), (3.10)
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ãäå ok(‖ · ‖) − ðàâíîìåðíî ïî k áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ. Òàê êàê
4k = −(∇2Φ̃k(xk))

−1∇Φ̃k(xk), òî ∇Φ̃k(xk) = −∇2Φ̃k(xk)4k. Òîãäà
(∇Φ̃k(xk),4k) = −(∇2Φ̃k(xk)4k,4k). Ïîýòîìó (3.10) ïåðåïèøåì â âèäå

Φ̃k(xk + α4k) = Φ̃k(xk)− α(∇2Φ̃k(xk)4k,4k) + ok(‖α4k‖), (3.11)

Òàê êàê ok(‖·‖) − ðàâíîìåðíî ïî k áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ áîëüøèõ
k ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ok(α‖4k‖) ≤ α‖4k‖
N(α‖4k‖) ,

ãäå N(α‖4k‖) →∞ ïðè α‖4k‖ → 0.
Òîãäà èç (3.11) èìååì

Φ̃k(xk + α4k) ≤ Φ̃k(xk)− αL̃‖4k‖2 +
α‖4k‖

N(α‖4k‖) =

= Φk(xk)− α‖4k‖(L̃‖4k‖ − 1

N(α‖4k‖)).

Ïðè α‖4k‖ → 0 âåëè÷èíà 1
N(α‖4k‖) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó äëÿ ìàëûõ

‖4k‖, à çíà÷èò, è äëÿ ìàëûõ ‖∇Φ̃k(xk)‖

L̃‖4k‖ − 1

N(α‖4k‖) ≥
L̃‖4k‖

2
(3.12)

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖∇Φ̃k(xk)‖ âåðíî íåðàâåíñòâî

Φ̃k(xk + α4k) ≤ Φ̃k(xk)− α
L̃

2
‖4k‖2 (3.13)

äëÿ ëþáûõ α ∈ [0, 1]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ‖∇Φ̃k(xk)‖ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
k → ∞, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç (3.13), ôóíêöèÿ Φ̃k(·)
óáûâàëà áû íà âåëè÷èíó α L̃

2‖4k‖2 âäîëü íàïðàâëåíèÿ 4k íà k− îì øàãå. Ïî-
ñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ôóíêöèè Φ̃k(·) äëÿ âñåõ k.

Èç ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè ïî k âåëè÷èíû 1
N(α‖4k‖) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàëûõ

‖4k‖ íåðàâåíñòâî (3.12) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè α = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðà-
âåíñòâî (3.9) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ lk, äëÿ êîòîðûõ L̃

2 = 2−2lk .
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Òåîðåìà 3.3.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî àëãîðèò-
ìó 1-3, ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x∗ ôóíêöèè Φ(·). Äëÿ
áîëüøèõ k âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà

‖xk − x∗‖ ≤ νk(4k)‖x1 − x∗‖, (3.14)

ãäå ν(4k) →k 0, êîãäà ‖4k‖ →k 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíû ðàâåíñòâà

4k+1 = −(∇2Φ̃k+1(xk+1))
−1∇Φ̃k+1(xk+1), ∇Φ̃k(xk+1) = ok(‖4k‖),

ãäå ok(·)− áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà
ãðàäèåíòà ∇Φ̃k(·) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè xk. Íî òàê êàê äîáàâëåíèå ôóíêöèè âèäà L̃‖x− y‖2 ê ôóíêöèè Φ(y)

íå èçìåíÿåò áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àþùóþñÿ îò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä
Òåéëîðà ôóíêöèè ∇Φ(y) â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y = x, òî ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî

∇Φ̃k(xk+1) = ∇Φ(xk+1) = ok(‖4k‖).
Íî î÷åâèäíî, ÷òî ∇Φ(xk+1) = ∇Φ̃k+1(xk+1). Ïîýòîìó ∇Φ̃k+1(xk+1) = ok(‖4k‖).

Òàê êàê ôóíêöèÿ Φ̃k(·) èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, óäîâëå-
òâîðÿþùóþ óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ok(·)− ðàâíîìåðíî ïî k áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ôóíêöèÿ. Îòñþäà

‖∇Φ̃k(xk+1)‖ = ‖ok(‖4k‖)‖ ≤ ‖4k‖
N(‖4k‖)

è
‖4k+1‖ ≤ L̃−1

N(‖4k‖)‖4k‖,
ãäå N(‖4k‖) →∞, êîãäà ‖4k‖ → 0. Äëÿ áîëüøèõ k âåðíî

0 <
L̃−1

N(‖4k‖) < 1.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîé òî÷êå x∗ è

‖x− x∗‖ ≤
∞∑

i=k+1

‖4i‖ =
(L̃−1/N(‖4k‖))‖4k‖

1− L̃−1/N(‖4k‖)
.
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Òàê êàê
‖4k‖ ≤ (

L̃−1

N(‖4k‖))
k‖41‖,

òî
‖xk+1 − x∗‖ ≤ (L̃−1/N(‖4k‖))k+1‖41‖

1− L̃−1/N(‖4k‖)
.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.14) äîêàçàíî. ¤

Çàìå÷àíèå 3.3.1. Íåðàâåíñòâî (3.14) äîêàçûâàåò ñâåðõëèíåéíóþ ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Äåéñòâèòåëüíî, êîýôôèöèåíò ìåæäó ‖xk+1 − x∗‖ è
‖x1 − x∗‖ èìååò âèä qk

k , ãäå qk → 0, êîãäà k →∞.

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Ïîñòðîåííûé îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ èùåò ñòàöèî-
íàðíóþ òî÷êó, ïîäîçðèòåëüíóþ íà ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Äëÿ ïîèñêà ñòàöè-
îíàðíîé òî÷êè, ïîäîçðèòåëüíîé íà ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òðåáóåòñÿ ïîâòî-
ðèòü îïèñàííûé ïðîöåññ óæå äëÿ ôóíêöèè −Φ(·).

Çàìå÷àíèå 3.3.3. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîèñêà ε(D)-
ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíêöèè f(·). Äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíê-
öèè f(·) ìû äîëæíû â ïðîöåññå ïîèñêà ε(D)-ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê óìåíüøàòü
äèàìåòð ìíîæåñòâà D. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íàäî
óìåíüøàòü äèàìåòð ìíîæåñòâà D ñîãëàñîâàííî ñ óìåíüøåíèåì øàãà îïòè-
ìèçàöèîííîãî ïðîöåññà.

Çàìå÷àíèå 3.3.4. Áûë ïðîäåëàí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ôóíêöèè
f(x, y) = max {x2 +y2, 2x+y}, äîêàçûâàþùèé ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà ïîèñêà ε(2D) îïòèìàëüíûõ òî÷åê, ãäå D− êðóã ðàäèóñà r = 0, 01.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå Ïðèëîæåíèÿ.



� 206 �

4 ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÎÂÛÏÓÊËÅÍÈß È
ÍÈÆÍÈÕ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÉ Â
ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíûé ïîèñêîâûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ îïòèìèçàöèè â Rn èñïîëüçóþòñÿ óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà è òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä
îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé âûïóêëûìè ïî
óïðàâëåíèþ u è ðåãóëÿðèçàöèîííîìó ïàðàìåòðó α â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëî-
áàëüíîãî ìèíèìóìà ïî îáîèì ïåðåìåííûì. Âûñêàçàííàÿ èäåÿ óïðîùàåò ïðî-
áëåìó ðåãóëÿðèçàöèè ïî ïàðàìåòðó α è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü óñòîé÷èâûå îïòè-
ìèçàöèîííûå ìåòîäû. Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü íèæíèå âûïóêëûå àïïðîê-
ñèìàöèè äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè â íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îêðåñòíîñòÿõ
ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê, ÷òî äåëàåò îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ áîëåå óñòîé÷è-
âûì ê èçìåíåíèÿì àðãóìåíòà, à ñàì ôóíêöèîíàë − ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó,
÷òî âàæíî äëÿ îïòèìèçàöèè â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4.1 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îâûïóêëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ
çàäà÷

Ââåäåíèå

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ òèïà

J(u) −→ inf u∈U , (4.1)
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ãäå J(·)− ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë, ò.å.

limuk−→uJ(uk) ≥ J(u)

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk}, uk →k u, U− çàäàííîå ìíîæåñòâî â áàíà-
õîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ðàçðàáîòàííûé À.Í. Òè-
õîíîâûì è åãî ó÷åíèêàìè. Ïðè ïîëüçîâàíèè ýòèì ìåòîäîì íóæíî âûáðàòü
êàêîé-ëèáî ñòàáèëèçàòîð ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ñòà-
áèëèçàòîðà çàâèñèò îò âûáîðà áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü òàêèì ñòàáèëèçàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ω(u), îïðåäåëåííàÿ íà ìíî-
æåñòâå UΩ ⊂ U. Äàëåå áåðåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{αm}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ, è ïðè êàæäîì m = 1, 2, .. íà ìíîæåñòâå UΩ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Tm(u) = J(u) + αmΩ(u), u ∈ UΩ, (4.2)

êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèåé Òèõîíîâà.
Òàê äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè Tm(u) â U ⊂ L2[0, 1] ìîæåò áûòü âçÿòà òèõî-

íîâñêàÿ ôóíêöèÿ
Tm(u) = J(u) + αm

∫ 1

0
u2(t)dt,

êîòîðàÿ â ñëó÷àå âûïóêëîñòè J(u) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ïðè êàæäîì m

è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè Tm(u) íà U áóäåò êîððåêòíîé â L2[0, 1],

a òàêæå ôóíêöèÿ

Tm(u) = J(u) + αm ∨1
0 u = J(u) + αm sup

{ti}

∑
i

| u(ti+1)− u(ti) |,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâàì {ti} îòðåçêà [0, 1].
Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, äîáàâëåíèå ê èñõîäíîé ôóíêöèè J(u) ñëàãàåìî-

ãî αmΩ(u) äåëàåò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Tm(u), êàê ïðàâèëî, áîëåå
"óñòîé÷èâîé" ïî àðãóìåíòó. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÷àñòî ìåòîä Òèõîíîâà íàçûâàþò
ìåòîäîì ñòàáèëèçàöèè.

Ïîñëå ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Tm(u) íà UΩ

êàê çàäà÷à ïåðâîãî òèïà. À èìåííî, ïðè êàæäîì m = 1, 2, ..., îïðåäåëÿåòñÿ
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òî÷êà um, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

T ∗
m = inf

u∈UΩ

Tm(u) ≤ Tm(um) ≤ T ∗
m + εm, (4.3)

ãäå εm − òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Tm(u) íà UΩ,
εm > 0 ïðè m = 1, 2, ... è limm→∞ εm = 0. Îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó Tm(u) íà UΩ

äîêàçûâàþò íåðàâåíñòâà

Tm(u) ≥ J(u) ≥ J∗ > −∞, u ∈ UΩ,

inf
u∈UΩ

J(u) = J∗ > −∞,

ïðåäïîëàãàåìûõ ñàìîé çàäà÷åé.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ um èç óñëîâèÿ (4.3) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ëþáûå ïîä-

õîäÿùèå äëÿ ýòîé öåëè ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè.
Îäíàêî, òîò ôàêò, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Tm(u) íà UΩ îáëàäàåò

çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè, íå ìåíüøèì, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à, ñàì ïî ñåáå íå ãà-
ðàíòèðóåò òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um} áóäåò ρ- ðåãóëÿðíîé (ρ- ìåòðèêà
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà αm, òåì ìåíüøå ñëàãàåìîå αmΩ(u), âõîäÿùåå â âûðàæåíèå (4.2), è,
ñëåäîâàòåëüíî, òåì ìåíüøå çàïàñ óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè Tm(u) íà
UΩ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {um} ñ òðåáóåìû-
ìè ñâîéñòâàìè óìåíüøåíèå çàïàñà óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò êîìïåíñèðîâàòü ñî-
ãëàñîâàííûì èçìåíåíèåì âåëè÷èí αm, εm, ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàìåòðàìè ìåòîäà.
Ïðîèçâîë â âûáîðå ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {um}, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè (4.3), äàæå â ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ
ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ ê ìíîæåñòâó îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.

Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ αm è εm äàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1.1.[8] Ïóñòü ôóíêöèè J(u), Ω(u) è ìíîæåñòâî U óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì

1. U − ìíîæåñòâî ñ çàäàííîé ìåòðèêîé ρ,
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2. ôóíêöèÿ J(u) îïðåäåëåíà è ρ ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà U ,

3. J∗ = infU J(u) > −∞,

4. ìíîæåñòâî U∗ = {u ∈ U | J(u) = J∗} íåïóñòî,

5. ôóíêöèÿ Ω(u) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå UΩ ⊂ U è ÿâëÿåòñÿ ρ- ñòà-
áèëèçàòîðîì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè J(u) íà U, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{αm}, {εm} ïîëîæèòåëüíû è

lim
m→∞

αm = lim
m→∞

εm = 0, sup
m≥0

εmα−1
m < ∞.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um}, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè (4.3), ìèíèìèçèðó-
åò ôóíêöèþ J(u) íà U , ρ ðåãóëÿðíà è ρ ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó U ∗

Ω = UΩ∩U∗.

Åñëè, êðîìå òîãî,
lim
m

εm/αm = 0,

Ω(u) − ρ ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà UΩ, òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

lim
m→∞

Ω(um) = Ω∗ = inf
U∗

Ω

Ω(u),

lim
m→∞

ρ(um, U∗∗) = 0,

ãäå U∗∗ = {u ∈ U∗
Ω | Ω(u) = Ω∗}−ìíîæåñòâî Ω íîðìàëüíûõ ðåøåíèé.

Êàê ïðàâèëî, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Tm(·) íà U áîëåå ïðîñòàÿ, ÷åì
çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè J(·) íà U, òàê êàê ôóíêöèÿ Tm(·) îáëàäàåò
"çàïàñîì" óñòîé÷èâîñòè â âèäå ÷ëåíà αmΩ(u). Íî ïðè óìåíüøåíèè αm çàïàñ
óñòîé÷èâîñòè òàêæå óìåíüøàåòñÿ, ïîýòîìó âàæíî ñîãëàñîâàííî óìåíüøàòü αm

è εm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um} ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ â ìåò-
ðèêå ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà U ê ìíîæåñòâó ðåøåíèé U∗ çàäà÷è (4.1).

Òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âû-
ïîëíèòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αm} è {εm} äîñòàòî÷íî
òðóäíî, òàê êàê íà êàæäîì øàãå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó,
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ êîòîðîé, ò.å. çíà÷åíèå ïàðàìåòðà εm, íåèçâåñòíà.
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4.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü çàäàíà çàäà÷à (4.1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{αm}, αm →m +0, îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ

Φm(u) = J(u) + αmΩ(u) u ∈ U,

êîòîðóþ íàçûâàþò ôóíêöèåé Òèõîíîâà. Äëÿ êàæäîãî m ðàññìàòðèâàþò çàäà-
÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Φm(u) íà U , à èìåííî, äëÿ êàæäîãî m íàõîäèòñÿ
um èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è

Φ∗
m = inf

u∈U
Φm(u) ≤ Φm(um) ≤ Φ∗

m + εm,

ãäå εm−òî÷íîñòü ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

Φm(u) −→ inf
u∈U

, (4.4)

εm > 0 äëÿ âñåõ m = 1, 2, ..., è εm →m +0.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Òèõîíîâà, êîòîðûé òàêæå íàçûâàþò ìåòîäîì ñòàáèëè-
çàöèè, îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå íàäî íàõîäèòü um èç äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (4.4), ÷òî ñäåëàòü ïðàêòè÷åñêè
ñëîæíî. Ïðåäëàãàåìûé äàëåå ìåòîä óïðîùàåò âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αm.
Ïàðàìåòð ñòàáèëèçàöèè αm ïîëó÷àåòñÿ íà êàæäîì øàãå êàê ðåøåíèå îïòèìè-
çàöèîííîé çàäà÷è

Φ(z) = J(u) + α2Ω(u) −→ inf
z∈U×[−α0,α0]

, α0 > 0, (4.5)

ãäå z = (u, α). Â áåñêîíå÷íîìåðíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé äåëà-
þò äèñêðåòèçàöèþ ïî t è u, ò.å. èíôèìóì èùåòñÿ ñðåäè êóñî÷íî íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë J(·) íåïðåðûâåí ïî u è çàäà÷à (4.5) èìååò
ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, α0].
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Çàäà÷à (4.5) ðåøàåòñÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ëèáî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ îäíîâðåìåííûì èõ îâûïóê-
ëåíèåì (ìåòîä îâûïóêëåíèÿ) ïî z [58]. Ìåòîä îâûïóêëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðî-
èòü ðåãóëÿðíûå, ò.å. óñòîé÷èâûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè äëÿ ëþáîãî øàãà äèñ-
êðåòèçàöèè è îïèñàí â ïðåäûäóùèõ ñòàòüÿõ àâòîðà [58], [59], ãäå ïðèâåäåíû
îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà J(·) ïî Òèõîíîâó îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîñòü
ïî àðãóìåíòó. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî
îïòèìèçèðóåòñÿ íå ñàì ôóíêöèîíàë, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ (óðàâíåíèå Ïóàññîíà ëèáî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâûì ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ñ îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé Ëèï-
øèöà íåçàâèñèìî îò íîìåðà èòåðàöèîííîãî øàãà (ñì òåîðåìû 4.3.1, 4.3.2), òî
ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì îâûïóêëåíèÿ îáåñïå-
÷èâàåò òàêæå ðåãóëÿðíîñòü ïî ôóíêöèîíàëó.

Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íèæíþþ âûïóêëóþ àïïðîêñèìàöèþ ([55], [56])
ôóíêöèè Φm, ÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëüøóþ óñòîé÷èâîñòü è óëó÷øåíèå ñõîäèìî-
ñòè ïðîöåññà ê U∗. Îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå
íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèè, îáåñïå÷èâàåò åãî ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó
è óïðîùàåò ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàöèè ïî ïàðàìåòðó α.

Òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïåðåõîäîì îò áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ ê êîíå÷íî-
ìåðíîìó, íå âîçíèêàþò, òàê êàê ïîèñê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò
ñðåäè êóñî÷íî íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîð-ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé. Ñ÷èòàåì, ÷òî òàêîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñóùåñòâó-
åò. Òàê, íàïðèìåð, ïðè óâåëè÷åíèè äèñêðåòèçàöèè ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîé
ôóíêöèè èç L2[0, T ] áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ òîëüêî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà,
â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâà ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè
âêëþ÷àþòñÿ â ïðîñòðàíñòâà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ñàì ìåòîä îâûïóêëåíèÿ íå
çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïðè óâåëè÷åíèè äèñêðåòèçàöèè ïðè ïî-
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èñêå ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2[0, T ] áóäåì íàõîäèòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ â
áîëüøåì êîëè÷åñòâå òî÷åê.

4.3 Ðåøåíèå çàäà÷è

Â ñòàòüå [58] äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·) ïðè-
ìåíÿåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

4ϕ(x) = (f(x)− c)p(x), (4.6)

ãäå 4− îïåðàòîð Ëàïëàñà, c− ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, p(·)− ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X ∈ U ⊂ Rn, f(·)− îïòèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå ïîèñêà òî÷êè ýêñòðåìóìà.

Óðàâíåíèå (4.6) ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòü ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöè-
àëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ñ çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäà (f(x) −
c)p(x), x ∈ Rn. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçíèöû çíà÷åíèé ôóíêöèè f(·)
â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà è â îñòàëüíûõ åå òî÷êàõ ëîêàëüíûõ ìèíèìó-
ìîâ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè ϕ(·) áóäåò áëèçîê ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó
ôóíêöèè f(·). Äëÿ òî÷åê x ∈ Rn, ðàñïîëîæåííûõ âäàëè îò òî÷êè èíôèìóìà,
ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ãðàäèåíòíûå ìåòîäû, ãåíåðèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îïòèìèçèðóþùèõ òî÷åê {xk}

xk+1 = xk + αk∇ϕ(xk),

ãäå ∇ϕ(xk)− ãðàäèåíò ôóíêöèè ϕ(·) â òî÷êå xk, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå

∇ϕ(x) =
1

ωn

∫

Rn

x− ξ

‖ x− ξ ‖n
(f(ξ)− c)p(ξ)dξ,

ωn =
(2 ∗ π)n/2

Γ(n/2)
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− ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè (n-1)-ìåðíîé ñôåðû Sn−1
1 = {z ∈ Rn |‖ z ‖= 1}, αk−

øàã ïðîöåññà, âûáèðàåìûé èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ϕ(xk+1) < ϕ(xk). Â îáëàñòè,
ãäå ãðàäèåíò ∇ϕ(·) ìàë ïî íîðìå, ïåðåõîäèì ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äàëåå, âìåñòî óðàâíåíèÿ (4.6) ðàññìîòðèì âèäîèçìåíåííîå óðàâíåíèå

4ϕ(x) = f̄β(x) ∀x ∈ U ⊂ Rn (4.7)

f̄(x) =

{
max (0, c− f(x)) + 1, x ∈ U,

0, x /∈ U,

c =

∫

U

f(x)p(x)dx,

ãäå β − ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ôóíêöèÿ ϕ(·), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.7), åñòü ãëàäêàÿ äâàæäû

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàòðèöåé âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ∇2ϕ(·).
Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ [25]-[26], èìååì

∂2ϕ(x, ω)

∂xi∂xj
=

f̄β(x)

n
δij + Mu[η(u, x)(δij − nθi(u)θ?

j (u))],

ãäå

η(u, x) = χBn
ρ (x)(u)

f̂β(u)− f̂β(x)

| Sn−1
1 | rn

+ χU\Bn
ρ (x)(u)

f̂β(u)

| Sn−1
1 | rn

,

| Sn−1
1 |= (2π)n/2

(n/2)

− ïëîùàäü ñôåðû Sn−1
1 (0) ,

δij =

{
1, i = j,

0, i 6= j,

θi(u) =
ui − xi

‖u− x‖ , r = ‖u− x‖,

χBn
ρ (x)(u) − õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Bn

ρ (x) = {x ∈ Rn |‖ x −
x0 ‖≤ ρ},

Mu(ψ(u)) =

∫

U

ψ(u)p(u)du
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−ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ψ(u) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ àðãóìåíòà p(u), ?− îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû.

Â [58] ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, èñïîëüçóþùèé ñëåäóþùóþ òåîðåìó
äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà.

Òåîðåìà 4.3.1. Äëÿ ìàëûõ β > 0 è îáëàñòè ïîèñêà òî÷êè îïòèìóìà U =

Bn
ρ (x) ñóùåñòâóþò òàêèå L1(β, ρ, f), L2(β, ρ, f) > 0, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ϕ(·),

ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.7), âåðíî íåðàâåíñòâî

L1(β, ρ, f̄)‖g‖2 ≤ (∇2
xxϕ(x)g, g) ≤ L2(β, ρ, f̄)‖g‖2 ∀g ∈ Rn. (4.8)

Ýòó òåîðåìó ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5), ò.å. íàõîäèòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

4ϕ(z) = Φ̄β(z), (4.9)

ãäå

Φ̄(z) =

{
max (0, c− Φ(z)) + 1, z ∈ Θ,

0, z /∈ Θ,

c =

∫

Θ
Φ(z)p(z)dz, z = (u, α),

ãäå β - ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ìíîæåñòâî Θ = U × [−α0, α0], U =

Bn
R(0)− øàð ðàäèóñà R, è îïòèìèçèðîâàòü óæå íå ôóíêöèþ Φ(·), à ôóíêöèþ

ϕ(·), êîòîðàÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè èíôèìóìà èìååò ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííóþ ìàòðèöó ∇2ϕ(·), p(·)− ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà
Z ∈ Θ.

Äèàìåòð îáëàñòè ïîèñêà Θ íåîáõîäèìî â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè óìåíüøàòü,
÷òîáû ïîëó÷èòü òî÷êó ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà, à íå
áëèçêóþ ê íåé òî÷êó. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(·) ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà Z = (u, α) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî â îáëàñòè ïîèñêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕk(z) ïîòåíöèàë â òî÷êå z ïîëÿ, ñîçäàííîãî çàðÿäàìè
Φ̄β

k(·). Ïîýòîìó ïîòåíöèàë ïîëÿ áóäåò íàèáîëüøèì â òîé òî÷êå, ãäå âåëè÷è-
íà çàðÿäà íàèáîëüøàÿ. Íî ôóíêöèÿ Φ̄k(·) ïîñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
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åå òî÷êà ñóïðåìóìà ñîâïàäàëà ñ òî÷êîé èíôèìóìà ôóíêöèè Φ(·). Ñêàçàííîå
âåðíî äëÿ ëþáîãî øàãà k ïðîöåññà îïòèìèçàöèè (ñì.íèæå).

Îïèñàíèå àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ϕ(·) ïðèâåäåíî â [58]. Íà êàæ-
äîì øàãå k ðåøàåì çàäà÷ó (4.9) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âèäà

Φ̄0(z) = Φ(z), Φ̄1(z) = max(0, c1 − Φ0(z)),

Φ̄k(z) = max(0,−ck + Φ̄k−1(z)) + 1, k > 1,

ck =

∫

Uk×[−α0,α0]
pk−1(ξ)Φ̄k−1(ξ)dξ,

pk(·)− ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z ∈ Uk × [−α0, α0], Uk =

Bn
Rk

(uk−1) ⊂ U− îáëàñòü îïòèìèçàöèè íà øàãå k, z ∈ Rn+1.

Ñìûñë àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ϕ(·) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàì
óæå íå íàäî ñëåäèòü çà õîäîì èçìåíåíèÿ α. Ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ïîñòðîåí òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êàæäîì øàãå k äëÿ ôóíêöèè ϕk(·) âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî (4.8) òåîðåìû 4.3.1. Ïðè ýòîì äëÿ áîëüøîãî k ãëîáàëüíûé èíôèìóì
ôóíêöèè Φk(·, ·) áóäåò áëèçîê ê ãëîáàëüíîìó èíôèìóìó ôóíêöèè ϕk(·). Ïî-
ñëåäíåå ñëåäóåò èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ϕk(·).

Îïòèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

zk+1 = zk + µk∆k,

ãäå ∆k = ∇ϕk(zk), åñëè òî÷êà zk íàõîäèòñÿ âäàëè îò òî÷êè îïòèìóìà, µk −
âåëè÷èíà, âûáèðàåìàÿ èç óñëîâèÿ óáûâàíèÿ ôóíêöèè ϕk(·) òî÷êå zk+1, ëèáî
∆k = −(∇2ϕk(zk))

−1∇ϕk(zk), åñëè òî÷êà zk íàõîäèòñÿ âáëèçè îò òî÷êè îïòè-
ìóìà. Äîêàçàíî [58], ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè èíôèìóìà ôóíêöèè Φ(·)
ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà ñõîäèòñÿ ñ ïîëíûì øàãîì ∆k, ò.å. µk = 1 äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k.

Â [58] äîêàçàíà ñâåðõëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{zk} ê òî÷êå z∗ ãëîáàëüíîãî èíôèìóìà ôóíêöèè Φ(·). Îñòàåòñÿ òîëüêî äîêà-
çàòü, ÷òî z∗ = (u∗, 0), ãäå u∗− òî÷êà èç U, â êîòîðîé ôóíêöèîíàë J(·) äîñòèãàåò
èíôèìóì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò.
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Ëåììà 4.3.1. Ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Φ(·) ñõîäèòñÿ â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè (u∗, 0)− òî÷êè èíôèìóìà ôóíêöèè Φ(·) ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ,
ãäå u∗− òî÷êà èíôèìóìà ôóíêöèè J(·) íà ìíîæåñòâå U.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â [58] äîêàçàíî, ÷òî ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå èíôèìóìà
ôóíêöèè Φ(·). Òàê êàê

Φ(z) = J(u) + α2Ω(u), z = (u, α),

òî
inf

z=(u,α)∈U×[−α0,α0]
Φ(z) = Φ(z∗),

ãäå z∗ = (u∗, 0). Ïðè÷åì u∗ − òî÷êà èíôèìóìà ôóíêöèîíàëà J(·). Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî òî÷êà z∗ íå áûëà áû òî÷êîé èíôèìóìà
ôóíêöèîíàëà Φ(·), òàê êàê ïðè ìàëûõ α ôóíêöèîíàë Φ(·) â íåêîòîðîé äðó-
ãîé òî÷êå z1 = (u1, α1), α1 > 0, ïðèíèìàë áû ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì çíà÷åíèå
â òî÷êå z∗. Òàê êàê òî÷êà, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} åäèí-
ñòâåííàÿ, òî {zk} áóäåò ñõîäèòüñÿ ê z∗− òî÷êå èíôèìóìà ôóíêöèè Φ(·). Ëåììà
äîêàçàíà.

Â ñòàòüå [60] îïèñàíî ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ çàäà÷
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè
f(·) åñòü ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå Θ ⊂ Rn â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ

∂u(x, t)

∂t
= a24u, (4.10)

u(x, 0) = (f(x)− c)p(x),

ãäå p(·)− ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X â îáëàñòè ïîèñêà
Θ,c− íåêîòîðûé íà÷àëüíûé óðîâåíü, åñòü ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ìîìåíò
âðåìåíè t. Åñëè (f(·)− c)p(·) èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) íà ìíî-
æåñòâå Θ â òî÷êå x∗, òî u(·, 0) èìååò íà Θ â òî÷êå x∗ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì
(ìàêñèìóì). Íî åñëè ôóíêöèÿ f(·) ìîæåò íå èìåòü äàæå ïåðâóþ ïðîèçâîä-
íóþ, òî ôóíêöèÿ u(·, ·) èìååò äëÿ ëþáûõ (x, t) ∈ intΘ × R+ ìàòðèöó âòîðûõ
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÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.10) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(·, ·),
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò C∞(intΘ× R+) è ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà
[9]

u(x, t) =
1

(2a
√

πt)n

∫

Θ
(f(ξ)− c)p(ξ) exp(−‖x− ξ‖2/(4a2t))dξ.

Îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèè f(·) ñâîäèòñÿ ê îïòèìèçàöèè ôóíêöèè u(·, ·). Â îáëà-
ñòÿõ, ãäå íîðìà ãðàäèåíòà ∇xu(·, t) âåëèêà, ïðèìåíÿåì ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ
ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà [60]

u′x(x, t) =
(t′)n/2

(2a
√

π)n

∫

Θ
f̂(ξ)p(ξ) exp(−‖x− ξ‖2t′/(4a2))(−t′/(2a2))(x− ξ)dξ,

ãäå t′ = 1/t, f̂(ξ) = f(ξ)−c. Â îáëàñòÿõ, ãäå âåëè÷èíà íîðìû ‖ ∇xu(·, t) ‖ ìàëà,
ïåðåõîäèì ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìàòðèöó âòîðûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå [60]

u′′xx(x, t′) =

=
(t′)n/2

(2a
√

π)n

∫

Θ
f̂(ξ)p(ξ) exp(−‖x− ξ‖2t′/(4a2))(t′/(2a2))2(x− ξ) • (x− ξ)?dξ−

− (t′)n/2

(2a
√

π)n
{
∫

Θ
f̂(ξ)p(ξ) exp(−‖x− ξ‖2t′/(4a2))(t′/(2a2))dξ}In×n.

ãäå ? − çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ, • − ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ, In×n −
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, t′ = 1/t, f̂(ξ) = f(ξ)− c.

Ïðèìåíèâ ïðîöåäóðó îâûïóêëåíèÿ ôóíêöèè u(·, ·) ïî ïåðåìåííîé x â ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè îïòèìóìà [61], ìîæíî ïîñòðîèòü ìåòîä ïîèñêà òî÷êè ãëî-
áàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(·), ñõîäÿùèéñÿ ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ
â ýòîé îêðåñòíîñòè. Ïîäðîáíî ñ îïèñàíèåì àëãîðèòìà ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â
[61]. Äàäèì åãî êðàòêîå îïèñàíèå äëÿ çàäà÷è (4.5).

Ïóñòü uk(·, ·) − ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà k− òîì øàãå

∂u(z, t)

∂t
= a24u, (4.11)

u(z, 0) = mkΦ̂k(z),
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ãäå
Φ̂k(z) = max (0,−ck + Φ̂k−1(z)),

äëÿ k > 1,

Φ̂0(z) = Φ(z), Φ̂1(z) = max (0, c1 − Φ0(z)), z = (u, α) ∈ Θk × [−α0, α0],

ck =

∫

Θk×[−α0,α0]
Φ̂k−1(ξ)pk−1(ξ)dξ,

pk(·) : Rn+1 → R − ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z ∈ Θk ×
[−α0, α0], Θk ⊂ Θ− îáëàñòü ïîèñêà íà k− îì øàãå.

Êîãäà íàõîäèìñÿ âäàëè îò òî÷êè èíôèìóìà ôóíêöèè Φ(·), òî ïðèìåíÿ-
åì ãðàäèåíòíûé ìåòîä, èñïîëüçóÿ òîëüêî èíôîðìàöèþ î ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè uk(·, t). Åñëè íà k− îì øàãå ïîïàëè â ìàëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè èíôè-
ìóìà, î ÷åì ñóäèì ïî øàãó ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà è îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííî-
ñòè ìàòðèöû ∇2

zzuk(·, t), òî ïåðåõîäèì ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè î ìàòðèöå âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèè uk(·, t) ïî ïåðåìåííîé z. Èçìåíÿÿ êîýôôèöèåíò mk, ìîæíî ðåãóëèðîâàòü
íîðìó ìàòðèöû ∇2

zzuk(·, t), ÷òîáû îáåñïå÷èòü õîðîøóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.
Â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè óñòðåìëÿåì t → +0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðèöà
∇2

zzuk(·, t) îñòàâàëàñü íà êàæäîì øàãå k îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.
Â [60] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3.2. Äëÿ ëþáîãî z ∈ Θ× [−α0, α0] ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî áîëü-
øèå t′ è m > 0 , à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M1(Θ × [−α0, α0], t

′,m) è
M2(Θ× [−α0, α0], t

′,m), ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

M1‖g‖2 ≤| (u′′zz(z, t
′)g, g) |≤ M2‖g‖2 ∀g ∈ Rn,

à òàêæå, êîãäà

t′‖z − ξ‖/(2a2) ¿ 1 (4.12)

äëÿ âñåõ ξ ∈ Θ× [−α0, α0] , ìàòðèöà u′′zz(z, t
′) åñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ.
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Çà ñ÷åò âûáîðà ìíîæèòåëÿ m ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-
ñòâî M1(Θ× [−α0, α0], t

′,m) ≥ 1. Êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå, ãäå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî (4.12) ìîæíî óâåëè÷èâàòü t′ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íåðàâåíñòâî
(4.12) îñòàâàëîñü â ñèëå.

Íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà îñëîæíÿåòñÿ âûáîðîì íîìåðà øàãà, íà-
÷èíàÿ ñ êîòîðîãî, íàäî ïåðåõîäèòü ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ ïîñòðîåíèå èíòåðàêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, êî-
ãäà ìàòåìàòèê-ïðîãðàììèñò íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé àêòèâíî
ó÷àñòâóåò â âû÷èñëèòåëüíîì ïðîöåññå, äàâàÿ óêàçàíèÿ êîìïüþòåðó â êàêèõ
îáëàñòÿõ è ñ êàêèìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñëåäóåò
ïðîâîäèòü ïîèñê [61] .

4.3.1 Ôîðìóëèðîâêà îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
·
x (t) = f(x(t), u), (4.13)

x(t0) = x0,

ãäå x, f(x, u) ∈ Rn è f(·, ·) åñòü íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ x, u ∈ Rr âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõî-
æäåíèè âåêòîð-ôóíêöèè u(·) ∈ U äëÿ âñåõ t ∈ [t0, T ], íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ
èíôèìóì ôóíêöèè J(x(T, u), u(T )) ïî u ∈ U ò.å.

J(x(T, u), u(T )) −→ inf
u∈U

(4.14)

ãäå U åñòü ñëàáî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

Lr
2[t0, T ] = {u = (u1, u2, ..., ur) | ‖ u ‖:= [

∫ T

t0

| u(τ) |2 dτ ]1/2 < ∞}, (4.15)

ãäå | u(τ) |2= ∑r
1 | ui(τ) |2 .
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (4.15) åñòü äåéñòâèòåëüíî íîðìà [29].
Ïîëîæèì

U = {u ∈ Lr
2[t0, T ] | ‖ u(τ) ‖≤ C ∀τ ∈ [t0, T ]}

äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî C > 0. Èçâåñòíî [29], ÷òî U åñòü ñëàáî êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Lr

2[t0, T ].
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ J(u) := J(x(T, u), u) íåïðåðûâíà ïî u è ôóíê-

öèÿ f(·, ·) − ëèïøèöåâà ïî ïåðåìåííîé x, êîãäà u ôèêñèðîâàíî, ò.å.

| f(x1, u)− f(x2, u) |≤ L ‖ x1 − x2 ‖ .

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ]

ôóíêöèÿ u(·) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî êîìïàêòà â Rr.
Áóäåì ðåøàòü ïðîáëåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Àïïðîêñèìèðóåì ðåøåíèå êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè ui(·), i ∈ 1 : r, êóñî÷íî -

ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé uiN(·), ïðèíèìàþùåé ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêàõ
[tj−1, tj], j ∈ 1 : N, ãäå t0 < t1 < ... < tN = T ðàâíîìåðíî ðàçáèâàþò [t0, T ]

íà ðàâíûå ïîäîòðåçêè è áóäåì èñêàòü ïðè êàæäîì tj âåêòîðû u(tj) ∈ Rr, tj ∈
[t0, T ], j ∈ 1 : N.

Íàéäåì âåêòîð-ôóíêöèþ ur×N = (u(t1), u(t2), ...., u(tN)) è âåêòîðû ui =

u(ti), äëÿ êîòîðûõ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà k-îì øàãå åñòü

xk+1(t, (ur×N)k) =

∫ t

t0

f(xk(τ), (ur×N)k)dτ + x0,

ãäå (ur×N)k åñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ur×N(·), ïîëó÷åííàÿ íà k-îì øàãå îïòèìèçà-
öèîííîãî àëãîðèòìà, îïèñàííîãî íèæå.

Îïòèìèçàöèîííàÿ ïðîáëåìà íà (k + 1)-îì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

Jk+1(xk+1(T ), ur×N) ≡ J(xk+1(T, ur×N(T )), ur×N(T )) −→ infur×N∈UN (C), (4.16)

ãäå UN(C)− êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rr×N , çàâèñÿùåå îò N

è C, ôóíêöèÿ Jk+1(xk+1, ur×N) çàâèñèò îò r × N íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
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u(t1) ∈ Rr, u(t2) ∈ Rr, . . . , u(tN) ∈ Rr. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû (4.16) áóäåì
èñïîëüçîâàòü ìåòîä ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ðàçâèòûé â ñòàòüÿõ [25] - [59],
èäåè êîòîðîãî áóäåì ïðèìåíÿòü äàëåå.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà (4.16) íåóñòîé÷èâà, ò.å. âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà
ìàëîìó èçìåíåíèþ ôóíêöèè u(·) ïî íîðìå â ïðîñòðàíñòâå Lr

2[t0, T ] ñîîòâåòñòâó-
åò áîëüøîå èçìåíåíèå ôóíêöèè J(·) èëè îáðàòíî.

Ñàì ìåòîä ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äåëàåò ïðîáëåìó (4.16) òîëüêî îò÷àñòè
óñòîé÷èâîé, ò.å. ðåãóëÿðíîé. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè çàâè-
ñÿò îò íîðìû ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ïðîñòðàíñòâå ñ îäíîé íîðìîé
çàäà÷à ìîæåò áûòü óñòîé÷èâà è íåóñòîé÷èâà â ïðîñòðàíñòâå ñ äðóãîé íîðìîé.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ïðîáëåìó óñòîé÷èâîé â Lr

2[t0, T ], èçìåíèì îïòèìèçè-
ðóåìóþ ôóíêöèþ è ðàññìîòðèì

Φk+1(xk+1, ur×N , α) = Jk+1(xk+1(T ), ur×N) + α2Ψ(ur×N),

ãäå Ψ(·) åñòü (ñëàáûé) ñòàáèëèçàòîð ïðîáëåìû (4.16) ò.å.

1. Ψ(u) ≥ 0 ∀u ∈ U,

2. ìíîæåñòâî {u ∈ U : Ψ(u) ≤ c1} åñòü (ñëàáî) êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â
ïðîñòðàíñòâå Lr

2[t0, T ],

3. ñðåäè âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (4.14) ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó

Ξc1
= {u ∈ U | Φ(x, u, α) ≤ c1}

äëÿ íåêîòîðîãî c1 > 0, ãäå

Φ(x, u, α) = J(x, u) + α2Ψ(u).

Áóäåì ðåøàòü íà êàæäîì øàãå ïðîáëåìó

Φk+1(xk+1, ur×N , α) −→ min
ur×N , α∈[0,α0]

. (4.17)
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Ôóíêöèÿ Ψ(·) ìîæåò áûòü î÷åíü ÷àñòî âûáðàíà ñèëüíî âûïóêëîé
ïî ur×N . Ìåòîä ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè áóäåì ïðèìåíÿòü äëÿ ôóíêöèè
Φk+1(xk+1, (ur×N)k, α) êàê ôóíêöèè îò Nr + 1 ïåðåìåííûõ : ur×N è α ∈
[0, α0], α0 > 0. Ïîñêîëüêó Ψ(u) ≥ 0 äëÿ âñåõ u ∈ U , òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â
íåêîòîðîé òî÷êå (ur×N , 0) ∈ (UN × [0, α0]).

Ïîñëåäíåå âåðíî ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

1. Ôóíêöèÿ J(·) íåïðåðûâíà ïî u.

2. Äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(ur×N)k} ïðè k →∞ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xk(·) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [t0, T ] ïðè k →∞ (ñì.äàëåå).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííîé íèæå ëåììû îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà
àíàëîãè÷íîé ëåììû â [8] òåì, ÷òî âìåñòî ïðîñòðàíñòâà Lr

1[t0, T ] ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Lr

2[t0, T ].

Ëåììà 4.3.2. Ôóíêöèÿ

Ψ(u) = ∨T
to
u := sup

{ti}

∑
i

| u(ti+1)− u(ti) |, (4.18)

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâàì {ti} îòðåçêà [t0, T ],
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëèçàòîðà â ïðîñòðàíñòâå
Lr

2[t0, T ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âñå óñëîâèÿ äëÿ ñòàáèëèçàòîðà.
1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (4.18) Ψ(·) ≥ 0

2. Åñëè
∨T

t0
u ≤ c1,

òîãäà

(1/c2
1)

∫ T

t0

| u(t + τ)− u(τ) |2 dτ ≤ (1/c1)

∫ T

t0

| u(t + τ)− u(τ) | dτ ≤

≤ (1/c1)

∫ T

t0

∨t+τ
τ (u)dτ = (1/c1)

∫ T

t0

[∨t+τ
t0

(u)− ∨τ
t0
(u)]dτ =



� 223 �

= (1/c1){
∫ T+t

T

∨τ
t0
(u)dτ −

∫ t0+t

t0

∨τ
t0
(u)dτ} ≤ 2c1t(1/c1) = 2t

è
| u(t) |≤| u(t0) | + | u(t)− u(t0) |≤| u(t0) | + ∨T

t0
(u) ≤ C,

ãäå u(t + T ) = u(T ) äëÿ t > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè u(·) èç ìíîæåñòâà
Υc1

= {u ∈ U | Ψ(u) ≤ c1} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû â Lr
2[t0, T ] è ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû. Òîãäà èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ul}, l=1,2,... ïðîñòðàíñòâà
Lr

2[t0, T ] ìîæåò áûòü âûáðàíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè u(·) ∈ Lr

2[t0, T ] íà ñåãìåíòå [t0, T ] ïî÷òè âñþäó (ÏÂ).
Áóäåò äîêàçàíî, ÷òî u(·) ∈ Υc1

. Åñëè {ul} ∈ Υc1
, òî ñîãëàñíî òåîðåìå Õåë-

ëè [29] ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ulm}, ñõîäÿùóþñÿ ê ôóíêöèè
u(·) ∈ Υc1

â ëþáîé òî÷êå t ∈ [t0, T ]. Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèè u(·) è u(·) ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì ÏÂ. Èçìåíÿÿ u(·) íà ìíîæåñòâå
ìåðû íóëü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u(·) ≡ u(·). Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ulm}, lm = 1, 2, ... ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Υc1

, òî èç ñîîòíîøåíèÿ
∑

i

| u(ti+1)− u(ti) |= lim
lm

∑
i

| ulm(ti+1)− ulm(ti) |≤ c1,

ñëåäóåò, ÷òî u(·) ∈ Υc1
. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òðåòüå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè äëÿ ñòàáèëèçàòîðà
âûïîëíÿåòñÿ, òî ôóíêöèÿ Ψ(·) ìîæåò áûòü âûáðàíà êàê ñòàáèëèçàòîð. (Íà
ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñòî èùåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîãäà íà
êàæäîå ïåðåêëþ÷åíèå-ñêà÷îê ôóíêöèè u(·) òðàòèòñÿ ýíåðãèÿ, òðåòüå óñëîâèå
äëÿ òàêèõ ôóíêöèé âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëüíûé ñäâèã ôóíêöèè
u(·) âäîëü îñè OY íà êîíñòàíòó c, ò.å. êîãäà âìåñòî ôóíêöèè u(·) ðàññìàòðè-
âàåì ôóíêöèþ ũ(·) = u(·) + c, áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ

Ψ1(u) :=| u(t0) | + ∨T
t0

(u)
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èëè
Ψ2(u) :=

∫ T

t0

| u(τ) |2 dτ + ∨T
t0
(u).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ôóíêöèþ (4.16) óñòîé÷èâîé â ïðîñòðàíñòâå êóñî÷-
íî íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé KC1[t0, T ], íàäåëåííîì ìåòðèêîé
ïðîñòðàíñòâà C1[t0, T ], âîçüìåì ôóíêöèþ

Ψ3(u) :=

∫ T

t0

(| u(τ) |2 + | u′(τ) |2)dτ+ | u(t0) | + ∨T
t0

(u).

Ìîæíî òàêæå â êà÷åñòâå ñòàáèëèçàòîðà â ïðîñòðàíñòâå

H1
r [t0, T ] = {u = (u1, u2, ..., ur) |‖ u ‖H=

∫ T

t0

(| u(τ) |2 + | u′(τ) |2)dτ < ∞}

áðàòü ôóíêöèþ
Ψ4(u) :=| u(t0) | + ∨T

t0
(u) + ∨T

t0
(u′).

Âìåñòî èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Âîëüòåðà.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk(·, u)} ≡ {xk(·)}

xk+1(t) =

∫ t

t0

f(xk(τ), u)dτ + x0, k = 1, 2, .... (4.19)

Ëåììà 4.3.3. [80],[30]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk(·, u)}, k = 1, 2, ... ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî u èç ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà èç Rr ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (4.13).

4.3.2 Ìåòîä ãëîáàëüíîãî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Áóäåì ñòðîèòü àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ ñèñòåìû (4.17). Äëÿ îï-
òèìèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ êîòîðîãî ïðèìåíÿ-
åòñÿ ìåòîä îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âû-
ïóêëûì â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, ÷òî óïðîùàåò ïðîáëåìó
ðåãóëÿðèçàöèè ïî ïàðàìåòðó.
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Îïèøåì àëãîðèòì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè [60], [61]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk(·, ·) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂S(y, t)/∂t = a24S, S(y, 0) = mkΦ̂k(y)pk(y), (4.20)

ãäå

y = (ur×N , α) ∈ UN(C)× [0, α0], Φ0(y) := Φ(y) = J(x0, ur×N) + α2Ψ(ur×N),

c1 =

∫

ΩN

Φ̂0(ξ)p0(ξ)dξ, Φ̂1(y) := max (0, c1 − Φ0(y)), ΩN = UN(C)× [0, α0],

ck =

∫

ΩN

Φ̂k−1(ξ)pk−1(ξ)dξ, Φ̂k(y) := max (0,−ck + Φ̂k−1(y)), k ≥ 1,

è pk(·) : Rn −→ R åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Y ∈
ΩN ,mk ∈ R.

ßñíî, ÷òî ìàêñèìóì ôóíêöèè Φ̂k(y) ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìóìîì ôóíêöèè
Φ(·) äëÿ ëþáîãî k. Çàïèøåì âèä ìàòðèöû âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ
(Sk)

′′
yy(·, ·) [60],[61].

ω(y, ξ, t′) := (t′)n/2/(2a
√

π)nexp(− ‖ y − ξ ‖2 t′/(4a2)),

S ′′yy(y, t′) =

∫

ΩN

mkΦ̂k(ξ)pk(ξ)ω(y, ξ, t′)(t′/(2a2))2(y − ξ) • (y − ξ)?dξ−
∫

ΩN

mkΦ̂k(ξ)pk(ξ)ω(y, ξ, t′)(t′/(2a2))dξ In×n,

ãäå çíàê ? − çíàê òðàíñïîçèöèè, à çíàê • − ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ.
In×n − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× n,t′ = 1/t, n = r ×N + 1.

Çàìåòèì, ÷òî (y − ξ) • (y − ξ)? åñòü íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
ïîñêîëüêó

v?(y − ξ) • (y − ξ)?v = z · z ≥ 0,

ãäå z = (y−ξ)?v äëÿ ëþáîãî v ∈ Rn. Ìàòðèöà (y−ξ)•(y−ξ)? − ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà S ′′yy(·, ·) åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, åñëè t′ −
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Óâåëè÷èâàÿ t′, óìåíüøàåì çíà÷åíèå èíòåãðàëà. Äëÿ
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òîãî, ÷òîáû íå äîïóñòèòü ýòî, íóæíî óâåëè÷èòü çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ̂k(y)pk(y),

óìíîæàÿ åå íà êîýôôèöèåíò mk, êîòîðûé òàêæå óâåëè÷èâàåì âìåñòå ñ t′.

Íà êàæäîì øàãå k âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [60],[61]).

Òåîðåìà 4.3.3. Äëÿ âñåõ y ∈ ΩN ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå ÷èñëà
t′,mk > 0, t′ = 1/t, è ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M1(ΩN , t′,mk),M2(ΩN , t′,mk),
÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

M1(ΩN , t′,mk) ‖ g ‖2≤| ((Sk)
′′
yy(y, t′)g, g) |≤ M2(ΩN , t′,mk) ‖ g ‖2 ∀y ∈ ΩN ,

è ìàòðèöà (Sk)
′′
yy(·, ·) åñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, åñëè

t′ ‖ y − ξ ‖ /(2a2) ¿ 1 (4.21)

äëÿ âñåõ ξ ∈ ΩN , ãäå Φ̂k(·)p(·) 6= 0.

Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ìàòðèöà (Sk)
′′
yy(·, ·) åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ â îáëàñòÿõ D1 è D2, ïîêàçàííûõ íà Ðèñ. 4.1.
Óñëîâèå (4.21) îçíà÷àåò, ÷òî â îáëàñòè, ãäå (4.21) âûïîëíÿåòñÿ, ôóíêöèÿ

Sk(·, ·) åñòü âîãíóòàÿ. Óñëîâèå (4.21) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè óìåíüøàòü îá-
ëàñòü ïîèñêà, êîãäà t′ óâåëè÷èâàåòñÿ. Âûáèðàÿ íóæíûì îáðàçîì êîíñòàíòó mk,
ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû íåðàâåíñòâî M1(ΩN , t′,mk) ≥ 1 áûëî âåðíûì. Êðîìå
òîãî, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 [61] ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè, ãäå ôóíêöèÿ
Sk(·, ·) − âîãíóòàÿ (ò.å. ãäå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à), ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè yk+1 äî òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè Φk(·) ìîæåò
áûòü îöåíåíî ÷èñëîì

(M1(ΩN , t′,mk)
−1/N1)

k+1 ‖ 41 ‖
1− (M1(ΩN , t′,mk)−1/N1)

≤ (1/N1)
k+1 ‖ 41 ‖

1− 1/N1
, (4.22)

ãäå 41 − âåëè÷èíà ïåðâîãî øàãà ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à, N1 = N(1) è
N(k) = Nk ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Nk −→ ∞, êîãäà k −→ ∞, a
âåëè÷èíà k - îãî øàãà 4k ìîæåò áûòü îöåíåíà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

‖ 4k+1 ‖≤ (M−1
1 (ΩN , t′,mk)/Nk) ‖ 4k ‖ .
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Àëãîðèòì

1. Íàõîäèì ðåøåíèå Sk(·, t′) óðàâíåíèÿ (4.20), ãäå t′ = 1/t.

2. Åñëè ‖ 4yk ‖=‖ λk∇ySy(yk, t
′) ‖≥ δ1, ãäå δ1 åñòü íåêîòîðîå ìàëîå ÷èñëî,

òî òîãäà èñïîëüçóåì ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò mk

âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî ‖ ∇ySk(yk, t
′) ‖≥ 1 è ôóíêöèÿ Sk(·, ·)− âûïóêëàÿ â

îêðåñòíîñòè òî÷êè yk. Äëÿ ýòîé öåëè ïîëîæèì mk ≥ 1/ ‖ ∇ySk(yk, t
′) ‖ .

3. Äëÿ ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ïîëàãàåì yk+1 = yk + 4yk, ãäå 4yk =

λk∇ySk(yk, t
′), λk > 0. ×èñëî λk åñòü íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïî-

ëó÷àåìîå èç óñëîâèÿ Sk(yk+1, t
′) ≥ Sk(yk, t

′), ò.å. ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàêñè-
ìèçàöèè ôóíêöèè Sk(·, t′) ïî yk.

4. Åñëè ‖ 4yk ‖≤ δ1 è ìàòðèöà âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ (Sk)
′′
yy(·, t′)

åñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî ïåðåõîäèì ê îïòèìèçàöèîííîìó ïðî-
öåññó âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê ï.1 è ïðîäîëæàåì
èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûé ìåòîä.

Åñëè ‖ ∇2
yySk(yk, t

′) ‖< 1, òî ïîëàãàåì mk = 1/ ‖ ∇2
yySk(yk, t

′) ‖ . Íà øàãå
k âû÷èñëÿåì ôóíêöèþ Φ̂k(·) íà òðàåêòîðèè xk(·) ñèñòåìû (4.13).

5. Ïîëàãàåì 4k = −(∇2
yySk(yk, t

′)−1∇ySk(yk, t
′).

6. Íàõîäèì íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî lk, äëÿ êîòîðîãî

Sk(yk + 2−lk4k, t
′) ≥ Sk(yk, t

′) + 2−2lk(M1/4) ‖ 4k ‖2,

ãäå M1 = M1(ΩN , t′,m) áåðåòñÿ èç òåîðåìû 4.3.3, ò.å. ïðèìåíÿåì îïòèìè-
çàöèîííûé ïðîöåññ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè Sk(·, t′)
ïî yk.

7. Ïîëàãàåì yk+1 = yk + 2−lk4k.

8. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ îáëàñòü, ãäå Φ̂k(y)pk(y) 6= 0, áóäåò
óìåíüøàòüñÿ. Èç íåðàâåíñòâà

‖ 4k+1 ‖≤ (M−1
1 /N1) ‖ 4k ‖
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îöåíèâàåì M−1
1 /N1, N1 = N(41). Èç íåðàâåíñòâà (4.22) äåëàåì îöåíêó

äëÿ îáëàñòè, ñîäåðæàùåé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, è óâåëè÷èâàåì ÷èñëî N
äëÿ íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèÿ ur×N(·).

9. Óâåëè÷èâàåì t′, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (4.21) áûëî âåðíûì, ò.å. ÷òîáû ìàòðè-
öà ∇2

yySk(yk, t
′) îñòàëàñü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

10. Ðåøàåì ñèñòåìó (4.20), ãäå ôóíêöèÿ Φ̂k(·) âû÷èñëÿåòñÿ íà òðàåêòîðèè
xk(·, u) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.13).

11. Åñëè ‖ 4k ‖< ε äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ε > 0, òî ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåì,
èíà÷å ïîëàãàåì k = k + 1 è ïåðåõîäèì ê ï.4.

Íàõîäèì ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.13) ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå

xk+1(t) =

∫ t

t0

f(xk(τ), ur×N(τ))dτ + x0, k = 1, 2, ...

Ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

Òåîðåìà 4.3.4. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ1 > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk},
ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y?, êîòîðàÿ åñòü ãëî-
áàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè J(·). Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k ïðîöåññ ñõî-
äèòñÿ ñ ïîëíûì øàãîì 4k , ò.å. lk = 0, è ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè

‖ yk − y? ‖≤ ηk(4k) ‖ y1 − y? ‖
âåðíà, ãäå η(4k) −→ +0, êîãäà ‖ 4k ‖−→ 0 äëÿ k −→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó xk(t, u) ñòðåìÿòñÿ ê x(t, u) ðàâíîìåðíî ïî u,

êîãäà k −→∞, èìååì

Φk(xk(t, ur×N), ur×N , α) −→ J(x(t, ur×N), ur×N) + α2Ψ(ur×N).

Òîãäà
inf

ur×N∈UN (C),α∈[0,α0]
lim Φk(ur×N , α) =
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= inf
ur×N∈UN (C),α∈[0,α0]

(J(x(t, ur×N), ur×N) + α2Ψ(ur×N)) =

= inf
ur×N∈UN (C)

J(x(t, ur×N), ur×N).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Sk(·, t′) äëÿ ëþáîãî k â òå÷åíèå îïòèìèçàöèîííîãî ïðî-
öåññà èìååò îòðèöàòåëüíî (èëè ïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ è ôóíêöèè Sk(·, t′),∇Sk(·, t′) îãðàíè÷åíû äëÿ âñåõ k (ñì.[61]), òî
îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ áóäåò ñõîäèòüñÿ ê òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïî
ur×N è α, ãäå α = 0. Ýòà èäåÿ, êîòîðóþ àâòîð íàçâàë ïðîöåññîì îâûïóêëåíèÿ,
óïðîùàåò ïðîáëåìó ðåãóëÿðèçàöèè ïî ïàðàìåòðó α [8]. Ñ íåêîòîðîãî øàãà ïðî-
öåññ ïîïàäàåò â ìàëóþ îêðåñòíîñòü ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè J(·), ãäå
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Îñòàëüíàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà
ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 â [61]. ¤

Çàìå÷àíèå 4.3.1. Åñëè îñòàíîâèòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ òðàåêòîðèè xk(·, u)

ñèñòåìû (4.13) ïîñëå íåêîòîðîãî øàãà k, òîãäà ïîëó÷èì ãëîáàëüíûé ìèíè-
ìóì ôóíêöèè Jk(·). Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ñîêðàùàòü îáëàñòü ïîèñêà
ΩN è óâåëè÷èâàòü ÷èñëî N.

Çàìå÷àíèå 4.3.2. Íàèáîëåå òðóäíûé ìîìåíò ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà
åñòü âûáîð ïàðàìåòðà δ1. Íå ñóùåñòâóåò ïðÿìîãî ìåòîäà âûáîðà δ1. Åñ-
ëè â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè âèäíî, ÷òî íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ -
ìàëû è ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∇2

yySk åñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ, òî ìîæíî ïåðåõîäèòü ê îïòèìèçàöèîííîìó ïðîöåññó âòîðîãî ïîðÿäêà.
Åñëè ýòî íå âåðíî, òî ìîæíî óìåíüøèòü øàã è ïàðàìåòð δ1. Äðóãîé ïóòü
âûáîðà δ1 − ýòî ñòðîèòü èíòåðàêòèâíûå àëãîðèòìû (ñì. äàëåå).

Áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

{
ẋ = y

ẏ = u
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(0) = y(0) = 0 è îïòèìèçèðóåìîé ïî u ôóíêöèåé

J(u) =| x(1, u) | + | y(1, u) |,

ãäå x(1, u) è y(1, u) åñòü çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â ìîìåíò
âðåìåíè t = 1 ïðè óïðàâëåíèè u.

ßñíî, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J(·) åñòü ÷èñëî J∗ = J(u∗) =

0 äëÿ îïòèìàëüíîãî âåêòîðà óïðàâëåíèé u∗ = (0, 0).
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 è 2.
Äëÿ îïòèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ïðèìåíÿëñÿ êàê ãðàäèåíòíûé ìå-

òîä, òàê è ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà. Âåñü îòðåçîê [0,T] (â ðàñ÷åòàõ T=1) äå-
ëèëñÿ íà ÷åòûðå ñåãìåíòà [0,0.25], [0.25,0.5], [0.5, 0.75], [0.75, 1]. Óïðàâëåíèå
u(·) èñêàëîñü â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé íà óêàçàííûõ ñåãìåíòàõ.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿëñÿ âåêòîð u[4] − çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(·) â òî÷êàõ
t = 0.25, t = 0.5, t = 0.75, t = 1. Èñêîìûé âåêòîð ñîñòîÿë èç ïÿòè êîîðäèíàò,
ïîñêîëüêó ïÿòîé êîîðäèíàòîé ÿâëÿëñÿ ïàðàìåòð α.

Èç òàáëèöû 1 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äîñòàòî÷-
íî ìåäëåííàÿ. ×åì áëèæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ïîäõîäèò ê îïòèìóìó, òåì
ìåäëåííåå èäåò ñõîäèìîñòü. Èç òàáëèöû 2 âèäíî, ÷òî ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà
ñõîäèòñÿ âáëèçè òî÷êè îïòèìóìà çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì ãðàäèåíòíûé ìå-
òîä. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðàáîòàåò è åãî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå.

4.3.3 Çàêëþ÷åíèå

Îòìåòèì íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.
Âî-ïåðâûõ, â ïðîöåññå îïòèìèçàöèè íå íóæíî ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ

ñèñòåìó äëÿ ðàçëè÷íûõ u ∈ U, à íóæíî íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ñõîäèòñÿ â ïðåäåëå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ýòî
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èìååì ñìûñë äåëàòü, ïîñêîëüêó íà ïåðâîì øàãå, êîãäà íàõîäèìñÿ äàëåêî îò
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè, íàì íå íóæíî çíàòü òî÷íîå ðåøå-
íèå. Òîëüêî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íóæíî
çíàòü ðåøåíèå ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, ãäå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-
âàòü ìåòîäû âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âî-âòîðûõ, âïåðâûå ïðåäëàãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè
óïðàâëåíèÿ. Â ïðîöåññå ïîèñêà íåîáõîäèìî ñîêðàùàòü îáëàñòü ïîèñêà U è óâå-
ëè÷èâàòü ÷èñëî N, ïîëó÷àÿ âñå áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå.

Â-òðåòüèõ, ïðåäëàãàåìàÿ èäåÿ îâûïóêëåíèÿ îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, çà-
âèñÿùåé îò ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (ur×N , α), â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëîáàëü-
íîãî îïòèìóìà, êîòîðàÿ áåðåò ñâîå íà÷àëî â [58], ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïðîöå-
äóðó êîððåêöèè ïàðàìåòðà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé â îáùåì ñëó÷àå (ñì.
[8]).

Â-÷åòâåðòûõ, òðåáîâàíèå ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèîíàëà J(·) ïî u

ìîæíî óäîâëåòâîðèòü, åñëè îïðåäåëèòü äðóãîé ôóíêöèîíàë J̃(·), ñîâïàäàþùèé
ñ íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèîíàëà J(x, u), êàê ôóíêöèè îò
x, u, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èäååé Í.Í. Áîãîëþáîâà â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè î
ïîñòðîåíèè íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(x,

·
x

, u), êàê ôóíêöèè îò ·
x (òåîðåìà Áîãîëþáîâà, ñì, íàïðèìåð, [4], ñ. 72).

Êàêèå ïðåèìóùåñòâà äàåò íàì ïîñòðîåíèå ãëàâíîé íèæíåé âûïóêëîé àï-
ïðîêñèìàöèè (ÃÍÂÀ)? Ýòî: 1) óïðîùåíèå âèäà îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè, ÷òî
îñîáåííî àêòóàëüíî äëÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé; 2) â ðåçóëüòàòå ïî-
ñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ïîëóíåïðåðûâíóþ ñíèçó, ÷òî âàæíî äëÿ
îïòèìèçàöèè íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ.



� 232 �

5 Ê ÂÎÏÐÎÑÓ Î ÏÐÅÄÑÒÀÂÈÌÎÑÒÈ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÄÂÓÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ Â ÂÈÄÅ ÐÀÇÍÎÑÒÈ ÂÛ-
ÏÓÊËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâè-
ìîñòè ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â âèäå ðàçíîñòè
âûïóêëûõ ôóíêöèé [70]. Äàíà òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ óñëî-
âèé. Àâòîð ïðèâîäèò ýòè óñëîâèÿ, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå òåîðåìû, óïîìÿíóòûå
ðàíåå, äîêàçàíû ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â ôîðìóëè-
ðîâêå, ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ.

Ïåðåõîä îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ê äâóìåðíîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êà÷å-
ñòâåííûé øàã âïåðåä ïî òðóäíîñòè. Êðîìå òîãî, èç îïóáëèêîâàííîé ñòàòüè
â Èçâåñòèÿõ ÀÍ ÐÀÍ [62] ñëåäóåò àëãîðèòì ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëîæèòåëüíî îä-
íîðîäíîé ôóíêöèè (ï.î.) îò òðåõ àðãóìåíòîâ â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ. Âîç-
ìîæíû äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ äëÿ ôóíêöèé îò áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

5.1 Ââåäåíèå

Ýòà ïðîáëåìà áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà àêàäåìèêîì À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì
â ñòàòüå [1] è èññëåäîâàíà ìíîãèìè ðîññèéñêèìè è çàðóáåæíûìè ìàòåìàòèêàìè
(ñì. [2], [92], [?], [62], [21], [91]). Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû èíòåðåñíî êàê äëÿ
ãåîìåòðîâ, òàê è äëÿ ìàòåìàòèêîâ, çàíèìàþùèõñÿ îïòèìèçàöèåé, íàïðèìåð,
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ [17].

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ, ò.å. óñëîâèÿ. êîãäà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÏÐÂ
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ôóíêöèåé, õîðîøî èçâåñòíû. Ýòè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì
âèäå.

Ïóñòü x → f(x) : [a, b] → R - ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ. Èçâåñò-
íî, ÷òî ìíîæåñòâî Nf , ãäå ôóíêöèÿ f(·) äèôôåðåíöèðóåìàÿ, åñòü ìíîæåñòâî
ïîëíîé ìåðû íà [a,b]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(·) áûëà ïðåäñòàâèìà â âèäå
ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå

∨(f ′; a, b) < ∞,

ãäå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ òàì, ãäå îíè ñóùåñòâóþò. Ñèìâîë ∨ îçíà÷àåò
âàðèàöèþ ôóíêöèè f ′ íà îòðåçêå [a,b].

Â òîé æå ñòàòüå [1] À.Ä.Àëåêñàíäðîâ çàäàåò âîïðîñ î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíê-
öèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé äëÿ ëþáîé ïðÿìîé
â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé (ñì. [92], [?] ).

Ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè À.Ä.Àëåêñàíäðîâà ïîä ìíîãîãðàííîé êóñî÷íî-
ëèíåéíîé ôóíêöèåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãðàíåé áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ôóíê-
öèþ, ãðàôèê êîòîðîé ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêîñòåé (ãèïåðïëîñêî-
ñòåé), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè.

Â ñòàòüå [62] äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðî-
èçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé (ï.î.) ôóíêöèè òðåõ ïåðå-
ìåííûõ â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ðàñïðî-
ñòðàíåí íà ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ôóíêöèè m-îé ñòåïåíè. Òåïåðü îòêà-
æåìñÿ îò óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðî-
èçâîëüíóþ ëèïøèöåâóþ ôóíêöèþ f(·) ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ (x, y) → f(x, y) : D → R, ãäå D åñòü âûïóêëîå îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî â R2, òàê ÷òî åãî çàìûêàíèå D̄ - êîìïàêò. Ïðèâåäåì àëãîðèòì òà-
êîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è íàéäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé.

Ïóñòü ℘(D) - êëàññ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè XOY â ìíîæåñòâå D, îãðàíè÷è-
âàþùèõ âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Ïàðàìåòðèçóåì êðèâûå r ∈ ℘(D)
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åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ò.å. ïàðàìåòð τ òî÷êè M íà êðèâîé r(·) ðàâåí äëèíå
êðèâîé ìåæäó M è íà÷àëüíîé òî÷êîé. Îáîçíà÷èì òàêóþ êðèâóþ êàê r(t), t ∈
[0, Tr].

Ñ ïîìîùüþ êðèâûõ r ∈ ℘(D) íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòà-
âèìîñòè ôóíêöèè f(·) â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü çàïè-
ñàíû â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 5.1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ z → f(z) : D → R
áûëà ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé (áûëà ÏÐÂ ôóíêöèåé),
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

(∃c(D, f) > 0)(∀r ∈ ℘(D)) ∨ (Φ′; 0, Tr) < c(D, f),

ãäå Φ(t) = f(r(t)) ∀t ∈ [0, Tr].

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñïåöèàëüíîì àëãîðèòìå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-
öèè f(·) â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì êîíå÷íûå
èëè áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùèåñÿ íà D ê âûïóêëûì ôóíêöèÿì, ðàçíîñòü êîòîðûõ åñòü èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ
f(·), åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1.1 âûïîëíÿþòñÿ.

Íèæå ïðèâåäåí àëãîðèòì ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f(·) â âèäå ðàçíîñòè âû-
ïóêëûõ ôóíêöèé è äîêàçàíà åãî ñõîäèìîñòü, åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1.1 âû-
ïîëíÿþòñÿ.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f(·) â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé áó-
äåì èñïîëüçîâàòü äâå îïåðàöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîëó÷àåì êîíå÷íîå èëè
ñ÷åòíîå ÷èñëî âûïóêëûõ ìíîãîãðàííûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà D.

Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ - ýòî ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f(·) ìíîãîãðàííîé êóñî÷íî-
ëèíåéíîé ôóíêöèåé fn(·) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ãðàíåé.

Âòîðàÿ îïåðàöèÿ - ýòî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè fn(·) â âèäå ðàçíîñòè âûïóê-
ëûõ ìíîãîãðàííûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé f1,n(·) : D → R è f2,n(·) : D →
R ñîãëàñíî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó íèæå.
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Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f1,n(·)− c1,n è f2,n(·)− c1,n,
ãäå c1,n− íåêîòîðûå ÷èñëà, ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, åñëè òåîðåìà 5.1.1 âåðíà.

Êîãäà óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ, òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî, âàðèàöèÿ
ïðîèçâîäíîé âäîëü ëþáîãî îòðåçêà ìíîæåñòâà D âûïóêëûõ ôóíêöèé f1,n(·)
è f2,n(·) îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò D è f .

Ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ìíîãîãðàííîé ôóíêöèè ïîäîáåí ìåòîäó, èñ-
ïîëüçîâàííîìó À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì â [1] ïðè èññëåäîâàíèè âîçìîæíîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ôóíêöèé â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ.

5.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà.

ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

1. Ïðîèçâîäèì äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíóþ òðèàíãóëÿöèþ îáëàñòè D è ñòðî-
èì ïî êàæäîìó òðåóãîëüíèêó ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ðàâíû
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f(·) â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà. Ôóíêöèþ ñ ïîëó÷èâøèìñÿ
ãðàôèêîì îáîçíà÷èì ÷åðåç fn(·) : D → R, ãäå n ðàâíî ÷èñëó òðåóãîëüíèêîâ,
íà êîòîðûå ìû ðàçáèâàåì îáëàñòü D.

2. Ïðåäñòàâëÿåì ôóíêöèþ fn(·) â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ñîãëàñíî àëãî-
ðèòìó, êàê ýòî îïèñàíî íèæå.

Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì ïîíÿòèå äâóãðàííîãî óãëà. Áóäåì ïîíèìàòü ïîä
äâóãðàííûì óãëîì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà D, ãðàôèê êîòîðîé ñîñòîèò èç
ïîëóïëîñêîñòåé ñ îáùåé ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì âñå âûïóêëûå äâóãðàííûå óãëû, ÷àñòè ãðàôèêîâ êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò ãðàôèêó ôóíêöèè fn(·). Îïðåäåëÿåì ýòè äâóãðàííûå óãëû íà âñåé
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îáëàñòè D. Ïðîñóììèðóåì âñå òàêèå âûïóêëûå äâóãðàííûå óãëû. Â èòîãå ïî-
ëó÷èì âûïóêëóþ ìíîãîãðàííóþ ôóíêöèþ f1,n(·) : D → R. Äîêàçûâàåòñÿ [1],
÷òî ðàçíîñòü

f1,n(·)− fn(·) = f2,n(·) (5.1)

åñòü òàêæå âûïóêëàÿ ìíîãîãðàííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè òåîðåìû 5.1.1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-

öèé f1,n(·) − c1,n ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùóþñÿ íà D ê âûïóêëîé ôóíêöèè f1(·) ïðè n → +∞. Òîãäà èç (5.1) áóäåò
ñëåäóåò, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f2,n(·) − c1,n òàêæå ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ ê âûïóêëîé ôóíêöèè f2(·). Äëÿ ôóíêöèé f1(·) è f2(·) âåðíî ðàâåíñòâî

f1(·)− f2(·) = f(·). (5.2)

Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî ñ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà D = [a, b] ⊂ R.
Ïðèáëèçèì ôóíêöèþ f(·) êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé fn(·) ñ ëþáîé ñòå-

ïåíüþ òî÷íîñòè. Íà ïåðâîì øàãå âûäåëÿåì âñå âûïóêëûå äâóãðàííûå óãëû,
÷àñòè ãðàôèêîâ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ãðàôèêó ôóíêöèè fn(·). Ðàñïðîñòðà-
íÿåì èõ íà âåñü îòðåçîê [a, b] è ïðîñóììèðóåì. Â èòîãå ïîëó÷èì âûïóêëóþ
êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f1,n(·) : [a, b] → R. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàç-
íîñòü f1,n(·)− fn(·) åñòü ñíîâà âûïóêëàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèÿ íà [a, b].
Ïîêàæåì, ÷òî âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé f1,n(·) è f21,n(·) íà îòðåçêå [a, b]

îãðàíè÷åíà ñâåðõó òîé æå êîíñòàíòîé c, ÷òî âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
f(·), ò..å.

∨(f ′1,n; a, b) ≤ c.

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

∨(f ′1,n; a, b) ≤ ∨(f ′n; a, b) ≤ ∨(f ′; a, b) ≤ c.

Íî òîãäà èç f1,n(·) ìîæíî âû÷åñòü íåêîòîðóþ êîíñòàíòó c1,n, ÷òîáû ôóíêöèè
f1,n(·) áûëè îãðàíè÷åííûìè íà îòðåçêå [a, b] â ñîâîêóïíîñòè ïî n. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé f1,n(·) − c1,n ìîæíî âû-
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äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f1,nk
(·) − c1,n, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî ïðè nk → ∞ ê íåêîòîðîé âûïóêëîé íà [a, b] ôóíêöèè f1(·). Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé f2,nk

(·)−c1,nk
òàêæå ðàâíîìåðíî íà [a, b]

ñõîäèòñÿ ïðè nk → ∞ ê íåêîòîðîé âûïóêëîé íà [a, b] ôóíêöèè f2(·). Â èòîãå
áóäåì èìåòü

f(·) = f1(·)− f2(·).
Ïåðåéäåì ê äâóìåðíîìó ñëó÷àþ è ïîêàæåì, ÷òî òîò æå àëãîðèòì ïðèâîäèò

ê ïàðå âûïóêëûõ ôóíêöèé íà D, ðàçíîñòü êîòîðûõ åñòü èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ
f(·).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ r(·) ∈ ℘(D).Ïóñòü

Φ(t) = f(r(t)) ∀t ∈ [0, Tr].

Ïîêàæåì, ÷òî Φ(·) - ëèïøèöåâàÿ ñ êîíñòàíòîé L. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ
t1, t2 ∈ [0, Tr] èìååì

| Φ(t1)− Φ(t2) |=| f(r(t1))− f(r(t2)) |≤ L‖r(t1)− r(t2)‖ ≤ L | t1 − t2 | .
Ïîýòîìó [29] Φ(·) ïî÷òè âñþäó (ï.â.) äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [0, Tr]. Ìíîæåñòâî
òî÷åê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè Φ(·) íà [0, Tr] îáîçíà÷èì ÷åðåç Nr.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé r(·) ∈ ℘(D) ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà c(D) > 0 òàêàÿ, ÷òî

∨(Φ′; 0, Tr) < c(D), (5.3)

òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé f1,n(·)−c1,n, f2,n(·)−c1,n, ãäå c1,n− íåêîòî-
ðàÿ êîíñòàíòà, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíîìåðíî íà D ñõî-
äÿùèåñÿ ê âûïóêëûì ôóíêöèÿ f1(·), f2(·) ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âåðíî
ðàâåíñòâî (5.2).

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì îñíîâûâàòü íà ëåììàõ, ïðèâåäåííûõ íèæå.

Ëåììà 5.2.1. Äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ï.î. ñòåïåíè 1 ôóíêöèè q → ψ(q) : R2 →
R è ëþáîé êðèâîé r(·) ∈ ℘(D) âåðíî íåðàâåíñòâî

∨(Θ′; 0, Tr) < c1(D, ψ),
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ãäå Θ(t) = ψ(r(t)) äëÿ âñåõ t ∈ [0, Tr], c1(D, ψ) - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ψ(·) åñòü
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà R2\{0}. Ïóñòü

ψ(r(t)) = max v∈∂ψ(0)(v, r(t)) = (v(t), r(t)), v(t) ∈ ∂ψ(0),

ãäå ∂ψ(0) - ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ψ(·) â íóëå. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
r(·) - äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ ïî t ∈ [0, Tr] .

Î÷åâèäíî, ÷òî
ψ′(r(t)) = (v′(t), r(t)) + (v(t), r′(t)).

Òàê êàê r(t) åñòü íîðìàëü ê ìíîæåñòâó ∂ψ(0) â òî÷êå v(t), òî âåêòîðû v′(t)

è r(t) ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã ê äðóãó, à ñëåäîâàòåëüíî, (v′(t), r(t)) = 0. Ïî-
ñêîëüêó êðèâàÿ r(·) ïàðàìåòðèçîâàíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì, òî ‖r′(t)‖ = 1

äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, Tr].
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

| ψ′(r(t1))− ψ′(r(t2)) |=| (v(t1), r
′(t1))− (v(t2), r

′(t2)) |=| (v(t1)− v(t2), r
′(t1))+

(v(t2), r
′(t1))−(v(t2), r

′(t2)) |≤ ‖v(t1)−v(t2)‖ ‖r′(t1)‖+‖r′(t1)−r′(t2)‖ ‖v(t2‖ ≤
‖v(t1)− v(t2)‖+ L(D) | t1 − t2 | .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∨(Θ′; 0, Tr) < 2P (∂ψ(0)) + L(D)Tr,

ãäå P (ψ(0))- äëèíà êðèâîé, îãðàíè÷èâàþùåé âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
∂ψ(0) ⊂ R2 è L(D) - êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè ψ(·).

Ïóñòü òåïåðü ψ(·) - ïðîèçâîëüíàÿ âûïóêëàÿ ÏÎ ôóíêöèÿ. Ñ ëþáîé ñòåïå-
íüþ òî÷íîñòè åå ìîæíî ïðèáëèçèòü íà åäèíè÷íîì êðóãå âûïóêëîé ÏÎ äèô-
ôåðåíöèðóåìîé íà R2\{0} ôóíêöèåé ψ̂(·) òàê, ÷òîáû â ìåòðèêå Õàóñäîðôà
ñóáäèôôåðåíöèàëû â íóëå ýòèõ ôóíêöèé îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà êàê óãîä-
íî ìàëî. Íî òîãäà è äëèíû êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ èõ ñóáäèôôåðåíöèàëû,
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áóäóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà êàê óãîäíî ìàëî. Òàêæå êðèâóþ r(·) ìîæíî
ïðèáëèçèòü äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èõ ïðîèçâîäíûå
ïî t â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè êðèâîé r(·) îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà ïî
íîðìå íà ïðîèçâîëüíî ìàëóþ âåëè÷èíó. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñóì-
ìà ïðè âû÷èñëåíèè âàðèàöèé ôóíêöèé Θ′(·) è Θ̂′(·) äëÿ íåãëàäêîãî è ãëàäêîãî
ñëó÷àÿ ìîãóò áûòü ñäåëàíû çà ñ÷åò ïðèáëèæåíèÿ êàê óãîäíî áëèçêèìè äðóã
ê äðóãó. Íî ïîñêîëüêó âàðèàöèþ ôóíêöèè Θ̂′(·) ìîæíî îãðàíè÷èòü ñâåðõó âå-
ëè÷èíîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ìíîæåñòâà D è íåêîòîðûõ êîíñòàíò, òî ëåììà
5.2.1 äîêàçàíà. ¤

Íà îñíîâå ýòîé ëåììû äîêàæåì óòâåðæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, [83], [?] ).

Ëåììà 5.2.2. Ïóñòü (x, y) → f1(x, y) : R2 → R− íåïðåðûâíàÿ âûïóêëàÿ
ôóíêöèÿ è r(·) ∈ ℘(D), t ∈ [0, Tr]. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c2(D, f1) > 0,

÷òî
∨(Φ′

1; 0, Tr) ≤ c2(D, f1), (5.4)

ãäå Φ1(t) = f1(r(t)), t ∈ [0, Tr].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f1(·, ·) äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà D, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íåîòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è íà÷àëî êîîðäèíàò − åå òî÷êà ìèíèìóìà, à òàêæå, ÷òî
0 = (0, 0) ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè âûïóêëîé îáëàñòè íà R2 ñ ãðàíèöåé r(·).

Ïîñòðîèì äëÿ ôóíêöèè f1(·, ·) ï.î. ñòåïåíè 1 ôóíêöèþ ψ(·), êîòîðàÿ íà r(·)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâíûå f1(r(·)). Ïîêàæåì, ÷òî ψ(·) - âûïóêëàÿ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

fε(x, y) = f1(x, y) + ε(|| x ||2 + || y |||2), ε > 0.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, Tr] òî÷êàìè {ti}, i ∈ 1 : J, íà ðàâíûå îòðåç-
êè. Ïîñòðîèì ïëîñêîñòè πi â R3, ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êè
(0, 0, 0), (r(ti), fε(r(ti))), (r(ti+1), fε(r(ti+1)), i ∈ 1 : J . ×àñòè ïëîñêîñòåé πi, i ∈
1 : J , îïðåäåëåííûõ â ñåêòîðàõ, îáðàçóåìûõ âåêòîðàìè (0, 0), r(ti), r(ti+1),
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îïðåäåëÿþò ãðàôèê ï.î. ñòåïåíè 1 ìíîãîãðàííîé ôóíêöèþ (ψε)J(r(·)). Áóäåì
ïîíèìàòü ïîä äâóãðàííûì óãëîì ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé ñîñòîèò èç ïîëó-
ïëîñêîñòåé ñ îáùåé ïðÿìîé, âêëþ÷àþùèõ ïëîñêîñòè πi, ïîñòðîåííûå â ñîñåä-
íèõ ñåêòîðàõ. Ïîêàæåì, ÷òî âñå äâóãðàííûå óãëû ôóíêöèè (ψε)J(r(·)), îáðà-
çóåìûå ñìåæíûìè ïëîñêîñòÿìè πi, i ∈ J,− âûïóêëûå.

Ïîñêîëüêó âñåãäà ëþáóþ êðèâóþ r(·) ∈ ℘(D) ìîæíî ïðèáëèçèòü ñ ëþáîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ãëàäêîé êðèâîé èç ℘(D), òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî r(·) - ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ ñ ïðîèçâîäíîé r′(·).

Ïîä ãðàäèåíòîì ïëîñêîñòè πi áóäåì ïîíèìàòü ãðàäèåíò ëèíåéíîé ôóíêöèè,
ãðàôèê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ πi. Îáîçíà÷èì ãðàäèåíòû ïëîñêîñòåé
πi è πi+1 ÷åðåç ∇πi è ∇πi+1 ñîîòâåòñòâåííî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñðåäíåé
òî÷êå, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà tm ∈ [ti, ti+1], ÷òî

∂fε(r(tm))/∂ei = (∇πi, ei),

ãäå
ei = (r(ti+1)− r(ti))/ || r(ti+1)− r(ti) || .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïëîñêîñòè πi+1 è íåêîòîðîé òî÷êè tc ∈ [ti+1, ti+2] èìååì

∂fε(r(tc))/∂ei+1 = (∇πi+1, ei+1),

ãäå
ei+1 = (r(ti+2)− r(ti+1))/ || r(ti+2)− r(ti+1) || .

Ôóíêöèÿ fε(·) ñèëüíî âûïóêëàÿ, òàê êàê åå ìàòðèöà âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Ëþáàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ èìååò íåóáûâàþ-
ùóþ ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ âäîëü ïðîèçâîëüíîãî ëó÷à. Íî äëÿ ñèëüíî
âûïóêëîé ôóíêöèè ïðîèçâîäíàÿ ïî êàñàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ ê êðèâîé âèäà
r(x0, τ, g) = x0 + τg + oε(τ), g ∈ Rn,τ > 0 â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 åñòü
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ âäîëü ýòîé êðèâîé. Ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîì
J è ðàâíîìåðíîì ðàçáèåíèè êðèâîé r(·) òî÷êàìè ti èìååì

∂fε(r(tm))/∂ei < ∂fε(r(tc))/∂ei+1,
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èëè
(∇πi, ei) < (∇πi+1, ei+1).

Ó÷òåì òàêæå, ÷òî ðàçíîñòü ∇πi+1−∇πi ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó r(ti+1). Îò-
ñþäà è èç íåðàâåíñòâà âûøå ñëåäóåò, ÷òî äâóãðàííûé óãîë πi, πi+1 - âûïóêëûé.
Ïðè J →∞

(ψε)J(·) ⇒ (ψε)(·).
Òàê êàê òî÷å÷íûé ïðåäåë äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé ðàâíîñèëåí ðàâíîìåðíîìó
ïðåäåëó, òî ψε(·) - âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Òàêæå ψε(·) ⇒ ψ(·) ïðè ε → +0, ò.å.
ψ(·)− âûïóêëàÿ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàäèåíòû ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ãðàôèêè êîòîðûõ åñòü πi, i ∈
J, îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ìíîæåñòâà D è ñàìîé ôóíêöèè
f1(·, ·). Âåðíî ðàâåíñòâî

ψ(r(t)) = f1(r(t)) ∀t ∈ [0, Tr].

ßñíî, ÷òî ψ(·, ·) ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ôóíêöèè f1(·, ·) è âûáðàííîé êðè-
âîé r(·). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(·, ·) åñòü ëèïøèöåâàÿ ñ
êîíñòàíòîé L(D, f).

Ïóñòü
Ψ1(t) = ψ(r(t)) ∀t ∈ [0, Tr].

Ïîñêîëüêó
∨(Φ′

1; 0, Tr) = ∨(Ψ′
1; 0, Tr),

òî èç ëåììû 5.2.1 ñëåäóåò, ÷òî

∨(Φ′
1; 0, Tr) ≤ c2(D).

Åñëè ôóíêöèÿ f1(·, ·) íå åñòü äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, òî åå
ìîæíî ïðèáëèçèòü âûïóêëîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèåé f̃1(·, ·) è ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ôóíêöèþ ψ̃(·, ·) òàê, ÷òîáû çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèé ψ(·, ·), ψ̃(·, ·) è èõ ïðîèçâîäíûõ òàì, ãäå îíè ñóùåñòâóþò, êàê
óãîäíî ìàëî îòëè÷àëèñü äðóã îò äðóãà. Íî òîãäà àíàëîãè÷íîå áóäåò âåðíî äëÿ
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ôóíêöèé Ψ1(·), Ψ̃1(·), ïîñòðîåííûõ ïî ψ(·, ·), ψ̃(·, ·) ñîîòâåòñòâåííî, è èõ ïðî-
èçâîäíûõ. Çíà÷èò íàïèñàííîå âûøå íåðàâåíñòâî äëÿ âàðèàöèè ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè Ψ1(·) âåðíî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Ëåììà 5.2.2 äîêàçàíà. ¤

Èç ëåììû 5.2.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè f(·, ·) ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóê-
ëûõ ôóíêöèé, ò.å.

f(z) = f1(z)− f2(z) ∀z ∈ D,

ãäå fi(·, ·), i = 1, 2, - âûïóêëûå, òî óñëîâèå (5.3) c íåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíÿåòñÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé r(·) ∈ ℘(D) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

Ψ1(t) = f1(r(t)), Ψ2(t) = f2(r(t)) ∀t ∈ [0, Tr].

Ïîñêîëüêó [29]
∨(Φ′; 0, Tr) ≤ ∨(Φ′

1; 0, Tr) + ∨(Φ′
2; 0, Tr)

òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (5.4), íåðàâåíñòâî (5.3) ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ âûïîëíÿåòñÿ.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (5.3) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f(·) â
âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî r(·) ∈ ℘(D) âåðíî íåðàâåíñòâî

∨(Φ′
n; 0, Tr) ≤ c,

ãäå Φn(t) = fn(r(t)). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè D ãðà-
äèåíòû â òî÷êàõ r(tk) ∈ r(·), tk ∈ [0, Tr], ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ãðàôèêè êîòîðûõ
åñòü ãðàíè ôóíêöèè fn(·), áóäóò ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè εn, ãäå εn → +0,
áëèçêè ê îáîáùåííûì ãðàäèåíòàì ôóíêöèè f(·). Ïîýòîìó ïðîèçâîëüíàÿ êî-
íå÷íàÿ ñóììà

N∑
i=1

| Φ′
n(ti)− Φ′

n(ti+1) |

äëÿ áîëüøèõ n áóäåò êàê óãîäíî ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ñóììû
N∑

i=1

| Φ′(ti)− Φ′(ti+1) | .
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À ïîñêîëüêó âàðèàöèÿ ôóíêöèè Φ′
n(·) ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü ïðè âëîæåí-

íîñòè òðèàíãóëÿöèé îáëàñòè D ïðè óâåëè÷åíèè n, òî îòñþäà è èç ñêàçàííîãî
âûøå ñëåäóåò, ÷òî

∨(Φ′
n; 0, Tr) ≤ ∨(Φ′; 0, Tr) + δ(n) ≤ c, (5.5)

ãäå δ(n) → +0 ïðè n →∞.
Âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ âäîëü ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà ñóì-

ìû âûïóêëûõ ôóíêöèé ðàâíà ñóììå âàðèàöèé ïðîèçâîäíûõ ýòèõ âûïóêëûõ
ôóíêöèé ïî òîìó æå îòðåçêó. Åñëè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ñóììà âàðèàöèé ïðî-
èçâîäíûõ âñåõ âûïóêëûõ äâóãðàííûõ óãëîâ ôóíêöèè fn(·) âäîëü ëþáîãî îò-
ðåçêà îáëàñòè D îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé, íåçàâèñÿùåé îò n, òî îòñþäà
áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îãðàíè÷åíà ñâåðõó òîé æå êîíñòàíòîé âàðèàöèÿ ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè f1,n(·) âäîëü ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà îáëàñòè D. Íî òîãäà èç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f1,n(·) − c1,n äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1,n ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà D ê âûïóêëîé ôóíêöèè
f1(·), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî f(·) åñòü ÏÐÂ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ, íî f(·) íå åñòü ÏÐÂ ôóíêöèÿ. Ïðî-
äåëàåì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó. Ïóòåì ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà D íà âûïóêëûå
ïîäîáëàñòè ìîæíî âûäåëèòü òó ïîäîáëàñòü, ãäå ôóíêöèè f1,n(·) èìåþò áåñêî-
íå÷íóþ âàðèàöèþ ïðîèçâîäíîé âäîëü íåêîòîðûõ îòðåçêîâ ýòîé ïîäîáëàñòè ïðè
n →∞. Äàëåå ðàçáèâàåì âûäåëåííóþ ïîäîáëàñòü íà ìåíüøèå îáëàñòè è îïÿòü
âûäåëÿåì òó, ãäå âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèé f1,n(·) âäîëü íåêîòîðûõ îò-
ðåçêîâ íåîãðàíè÷åíà ïðè n →∞. Â èòîãå îïðåäåëÿåì òî÷êó M , â ïðîèçâîëüíîé
îêðåñòíîñòè êîòîðîé âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèé f1,n(·) âäîëü íåêîòîðûõ
îòðåçêîâ íåîãðàíè÷åíà ïðè n →∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî M− âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D̄, òàê êàê âñå ïîëó÷àåìûå â ïðîöåññå
ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ôóíêöèè − ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâû è ìîãóò áûòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíû âî âíå ìíîæåñòâà D̄,

Áåðåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè M è ðàçáèâàåì åå íà êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ñåêòîðîâ. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíûé èç íèõ, ãäå âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíê-
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öèé f1,n(·) âäîëü íåêîòîðûõ îòðåçêîâ íåîãðàíè÷åíà ïðè n → ∞. Äàëåå âû-
áðàííûé ñåêòîð ðàçáèâàåì íà êîíå÷íîå ÷èñëî ñåêòîðîâ è îïÿòü âûáèðàåì òîò
èç íèç, ãäå âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèé f1,n(·) âäîëü íåêîòîðûõ îòðåçêîâ
íåîãðàíè÷åíà ïðè n →∞ è ò.ä. Ìíîæåñòâî âûáðàííûõ ñåêòîðîâ ñòÿãèâàåòñÿ ê
íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ, îïðåäåëÿåìîìó åäèíè÷íûì âåêòîðîì l ñ âåðøèíîé
â òî÷êå M . Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ñåêòîðå K ñ âåðøèíîé ñ òî÷êå M ,
ñîäåðæàùåì âåêòîð αl â intK, α > 0, âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèé f1,n(·)
âäîëü íåêîòîðûõ îòðåçêîâ íåîãðàíè÷åíà ïðè n →∞.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
a) âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé f1,n(·) ïî íàïðàâëåíèþ l íåîãðàíè÷åíà

ïðè n →∞;
á) âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé f1,n(·) ïî íàïðàâëåíèþ η, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîì íàïðàâëåíèþ l, íåîãðàíè÷åíà ïðè n →∞ .
Ñêàçàííîå ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì, à èìåííî: ñóììà

âàðèàöèé ïðîèçâîäíûõ âûïóêëûõ äâóãðàííûõ óãëîâ ôóíêöèè fn(·) âäîëü óêà-
çàííîãî íàïðàâëåíèÿ íåîãðàíè÷åíà ïðè n →∞.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé à). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ñåêòîð K, ñîäåðæàùèé âåê-
òîð αl â intK, α > 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûïóêëûå äâóãðàííûå óãëû ôóíê-
öèé f1,n(·) èç êîíóñà K äëÿ âñåõ n.

Çà ñ÷åò ðàâíîìåðíîé ëèïøèöåâîñòè ïî n âñåõ äâóãðàííûõ óãëîâ ôóíêöèé
fn(·) âàðèàöèè ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ ýòèõ äâóãðàííûõ óãëîâ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ è n.

Äëÿ êàæäîãî âûïóêëîãî k− îãî äâóãðàííîãî ôóíêöèè fn(·) âûäåëèì îòðå-
çîê vk,n, âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé âäîëü êîòîðîãî äëÿ k− îãî äâóãðàííîãî óãëà
ìàêñèìàëüíà è ðàâíà ak,n. ßñíî, ÷òî îòðåçîê vk,n äîëæåí áûòü ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü XOY ëèíèè ðàçäåëà äâóõ ãðàíåé k− îãî äâóãðàí-
íîãî óãëà.

Ïóñòü óãîë íàêëîíà îòðåçêîâ vk,n ñ íàïðàâëåíèåì l íå ïðåâîñõîäèò π/2− δ

äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.
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Ïóòåì ðàçáèåíèÿ ñåêòîðà K íà ìåíüøèå ñåêòîðû, ñòÿãèâàþùèåñÿ ê âåêòîðó
αl è òî÷êó M , è ðàññìîòðåíèÿ â êàæäîì èç íèõ ñâîåé ãðóïïû îòðåçêîâ vk,n äëÿ
âñåõ çíà÷åíèé k è n, ìîæíî âûäåëèòü îäíó èëè íåñêîëüêî ãðóïï óêàçàííûõ îò-
ðåçêîâ, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ïåðåñå÷ü êðèâîé r(·) ∈ ℘(D), îáðàçóþùåé
â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îòðåçêàìè vk,n óãîë, íå ïðåâîñõîäÿùèé π/2 − δ, δ > 0.

Ïîñêîëüêó ñåêòîð K ïðîèçâîëüíûé, ñîäåðæàùèé âåêòîð αl, òî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü òàêèå êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ r′(t) → −l, êîãäà r(t) → M. Ñàìà êðèâàÿ
r(·) áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ îòðåçêè, áëèçêèå ê îòðåçêàì vk,n.

Åñëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ïîäãðóïïà îòðåçêîâ {vk,n} ñóùåñòâóåò
òîëüêî îäíà, òî âäîëü íàéäåííîé êðèâîé r(·) ∈ ℘(D) âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé
ñóììû âûïóêëûõ äâóãðàííûõ óãëîâ ïðè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè n → +∞.

Êðèâàÿ r(·), êàê óïîìèíàëîñü, ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà âêëþ÷àëà
îòðåçêè, áëèçêèå ê îòðåçêàì {vk,n}. Òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (5.3)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (5.5), à ìû íàøëè êðèâóþ r(·), âäîëü êîòîðîé ñóì-
ìà âàðèàöèé ïðîèçâîäíûõ äâóãðàííûõ óãëîâ áåñêîíå÷íà, òî èç (5.5) ñëåäóåò,
÷òî íåîãðàíè÷åíà âäîëü r(·) âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Φ(·). Ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Êðîìå òîãî, âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà ó íàñ åñòü íåñêîëüêî ãðóïï îòðåçêîâ
{vk,n}i, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäåòñÿ êðèâàÿ ri(·) ∈ ℘(D), ÷òî

∨(Φ′
n; 0, Tri

) = ci, r′i(t) →t→Tri
−l,

ãäå Tri
− ïàðàìåòð êðèâîé ri(·) ïðè åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèè â òî÷êå M ,

à òàêæå ∑
i

ci = ∞.

Òîãäà êðèâóþ r(·) ∈ ℘(D), âäîëü êîòîðîé ñóììà âàðèàöèé ïðîèçâîäíûõ äâó-
ãðàííûõ óãëîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n → +∞, áóäåì ñòðîèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Êðèâàÿ r(·) äîëæíà ñîäåðæàòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ki îòðåçêîâ èç êàæ-
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äîé ãðóïïû îòðåçêîâ {vk,n}i, (ëèáî áëèçêèõ ê íèì), ÷òîáû

∨(Φ′
n; tri

, tri+1
) = ci − µi,

ãäå tri
> 0− çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t äëÿ i-îé ãðóïïû îòðåçêîâ ïðè åñòåñòâåí-

íîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé ri(·), µi < ci− ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, äëÿ
êîòîðûõ ∑

i

µi < ∞.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñåãäà òàêóþ êðèâóþ r(·) ïîñòðîèòü ìîæíî. Îíà áóäåò
ñîñòîÿòü èç íàáîðà êðèâûõ ri(·). Äëÿ ýòîãî íàäî îñóùåñòâèòü ïëàâíûé ïåðåõîä
îò îäíîé êðèâîé ri(·) ê êðèâîé ri+1(·), íå âûõîäÿ èç ìíîæåñòâà ℘(D). Ïîñêîëüêó
r′i(t) → −l ïðè t → Tri

äëÿ âåõ i, òî ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà îñóùåñòâèìà âñåãäà.
Íî òîãäà

∨(Φ′
n; 0, Tr) ≥

∑
i

∨(Φ′
n; tri

, tri+1
) =

=
∑

i

(ci − µi) =
∑

i

ci −
∑

i

µi = ∞.

Íî òîãäà, êàê ñëåäóåò èç (5.5), íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî (5.3), êîòîðîå ïî
ïðåäïîëîæåíèþ äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ âåðíûì. Îïÿòü ïðè-
õîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Åñëè âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ñóììû âûïóêëûõ äâóãðàííûõ óãëîâ ôóíêöèè
fn(·) êîíå÷íà âäîëü íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî âåêòîðîì l, ïðè ëþáîì n, òî
äëÿ ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííîñòè ïðè n → ∞ âàðèàöèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
f1,n(·) â ïðîèçâîëüíî ìàëîì ñåêòîðå ñ âåðøèíîé M , ñîäåðæàùåì âåêòîð αl,
α > 0, ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ñóììû âûïóêëûõ äâóãðàííûõ óãëîâ
ôóíêöèè fn(·) áåñêîíå÷íà ïðè n →∞ âäîëü íàïðàâëåíèÿ η,

Ñëó÷àé á). Âñå îòðåçêè vk,n ìîæíî ðàçáèòü íà òàêèå ãðóïïû {m} îòðåçêîâ,
êîòîðûå ìîæíî ïåðåñå÷ü êðèâîé rm,n(·) ∈ ℘(D), äëÿ êîòîðîé

r′m,n(τ) →τ→Trm,n
−l,

ãäå Trm,n
− åñòü ïàðàìåòð êðèâîé rm,n(·) ïðè åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèè â

òî÷êå M, è êðèâèçíà êðèâîé rm,n(·) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè τ → Trm,n
.
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Êðèâàÿ rm,n(·) ïåðåñåêàåò ñâîþ ãðóïïó îòðåçêîâ ïîä îñòðûìè óãëàìè αkm
â

òî÷êàõ τkm
, ïðè÷åì αkm

→ π/2 ïðè τkm
→ Trm,n

. ßñíî, ÷òî ñêàçàííîå âñåãäà
âûïîëíèìî ïóòåì ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ îòðåçêîâ vk,n íà ïîäìíîæåñòâà ñ
òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Êðîìå òîãî, óãëû αkm
, êðèâûå rm,n(·) è ãðóïïû îòðåçêîâ {vk,n}m ìîæíî

âûáðàòü òàêèìè, ÷òîáû ïðåäåë ïî m,n âàðèàöèé ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé Φ′
n(·)

âäîëü êðèâûõ rm,n(·) áûë ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèè
fn(·) èìåëè áû îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ âäîëü íàïðàâëåíèÿ η ïðè n → +∞
(ñì. çàìå÷àíèå).

Ïîñòðîåíèå êðèâûõ rm,n(·) ñ íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàþùåéñÿ êðèâèçíîé â
òî÷êå M , äëÿ êîòîðîé

lim
m→∞,n→∞

∨(Φ′
n; 0, Trm,n

) = ∞,

îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì, êàê è â ñëó÷àå a). Äëÿ ýòîãî íàäî ïî-
ñòðîèòü êðèâóþ rm,n(·) ∈ ℘(D) ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, ñîñòîÿùóþ èç
äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà km,n îòðåçêîâ {vk,n}m (ëèáî áëèçêèõ ê íèì), ÷òîáû

∨(Φ′
n; [trm,n

, trm+1,n
]) = cm,n,

è
lim

m→∞,n→∞
cm,n = ∞,

km,n → ∞ ïðè m,n → ∞, [trm,n
, trm+1,n

]- çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t äëÿ m-îé ãðóï-
ïû îòðåçêîâ ïðè åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé rm,n(·). Òàêèå êðèâûå
rm,n(·) âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü. Ïðè m,n →∞ êðèâûå rm,n áóäóò ïåðåñåêàòü
ïîä îñòðûìè óãëàìè âñå áîëüøåå ÷èñëî óêàçàííûõ îòðåçêîâ èç ïðîèçâîëüíî ìà-
ëîãî ñåêòîðà, ñîäåðæàùåì âåêòîð αl, ñ âåðøèíîé â òî÷êå M . Êðèâèçíû êðèâûõ
rm,n âáëèçè òî÷êè M íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè m,n →∞.

Íî òîãäà
lim

m→∞,n→∞
∨(Φ′

n; 0, Trm,n
) ≥ lim

m→∞,n→∞
cm,n = ∞.

Îòñþäà è èç (5.5) ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (5.3).
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Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû, ñóììà âàðèàöèé ïðî-
èçâîäíûõ âûïóêëûõ äâóãðàííûõ óãëîâ ôóíêöèè fn(·) âäîëü ëþáîãî îòðåçêà
îáëàñòè D ïðè n → ∞ îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé, íåçàâèñÿùåé îò n. Îò-
ñþäà, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñëåäóåò, ÷òî f(·)− ÏÐÂ ôóíêöèÿ.

Èòàê, òåîðåìà 5.1.1 äîêàçàíà. ¤

Çàìå÷àíèå 5.2.1. Ðàññóæäåíèÿ ñ âûáîðîì óãëîâ αkm
è êðèâûõ rm(·) àíàëî-

ãè÷íû ñëåäóþùèì.
Ïóñòü èìååì ðàñõîäÿùèéñÿ ðÿä

∑
i

ai = ∞, ai > 0 ∀i.

Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïî i ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{βi},
βi →i→∞ 0, ÷òîáû

lim
m→∞

m∑
i=1

βi ai = ∞.

Çäåñü ai ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âàðèàöèè ïðîèçâîäíîé äâóãðàííîãî óãëà âäîëü îò-
ðåçêà vi, à βi - àíàëîã êîñèíóñà óãëà, îáðàçóåìîãî êðèâîé ri ñ ýòèì îòðåçêîì
â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.

5.3 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû 1

Ïåðåôðàçèðóåì òåîðåìó 5.1.1, ïðèäàâ åé áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèé õàðàêòåð. Äëÿ
ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå ïîâîðîòà êðèâîé r(·) íà ãðàôèêå Γf = {(x, y, z) ∈ R3 |
z = f(x, y)}.

Ðàññìîòðèì íà Γf êðèâóþ R(t) = (r(t), f(r(t))), ãäå r(·) ∈ ℘(D). Òàê êàê
ôóíêöèÿ f(·, ·) åñòü ëèïøèöåâàÿ, òî ï.â. íà [0, Tr] ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
R′(·), êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(·) = R′(·).
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Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Ïîâîðîòîì êðèâîé R(·) íà ìíîãîîáðàçèè Γf íàçîâåì âå-
ëè÷èíó

sup{ti}⊂Nr

∑
i

‖τ(ti)/‖τ(ti)‖ − τ(ti−1)/‖τ(ti−1)‖‖ = Or.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâîðîò Or êðèâîé R(·) åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü ñóììû óãëîâ
ìåæäó êàñàòåëüíûìè τ(t) äëÿ t ∈ [0, Tr]. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïëîñêîé
ãëàäêîé êðèâîé, ïàðàìåòðèçîâàííîé åñòåñòâåííûì îáðàçîì, âåëè÷èíà Or ðàâíà
èíòåãðàëó ∫ Tr

0
| k(s) | ds,

ãäå k(s) - êðèâèçíà ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé r(·) â òî÷êå s ∈ [0, Tr], ò.å. ñîâïà-
äàåò ñ îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì ïîâîðîòà êðèâîé â òî÷êå [45] .

Òåîðåìà 5.3.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ
z → f(z) : D → R áûëà ÏÐÂ ôóíêöèåé íà âûïóêëîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
D ∈ R2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ r(·) ∈ ℘(D) ñóùåñòâîâàëà
êîíñòàíòà c2(D, f) > 0 òàêàÿ, ÷òî ïîâîðîò êðèâîé R(·) íà Γf îãðàíè÷åí
ñâåðõó êîíñòàíòîé c2(D, f) > 0, ò.å.

Or ≤ c2(D, f) ∀r ∈ ℘(D). (5.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f(·, ·) åñòü ÏÐÂ ôóíêöèÿ. Ïî-
êàæåì, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.6). Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì,
âûòåêàþùèì èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà,

‖τ(ti)/‖τ(ti)‖ − τ(ti−1)/‖τ(ti−1‖‖ ≤ ‖r′(ti)/
√

1 + f ′2t (r(ti))−

−r′(ti−1)/
√

1 + f ′2t (r(ti−1))‖+

+ | f ′t(r(ti))/
√

1 + f ′2t (r(ti))− f ′t(r(ti−1))/
√

1 + f ′2t (r(ti−1)) | .
Òàê êàê 1 ≤

√
1 + f ′2t (r(ti)) ≤

√
1 + L2 äëÿ âñåõ ti ∈ [0, Tr] , òî î÷åâèäíî,

ñóùåñòâóåò òàêîå c3 > 1, äëÿ êîòîðîãî âåðíî íåðàâåíñòâî
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‖r′(ti)/
√

1 + f ′2t (r(ti))−r′(ti−1)/
√

1 + f ′2t (r(ti−1))‖ ≤ c3‖r′(ti)−r′(ti−1)‖. (5.7)

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè θ(x) = x/
√

1 + x2 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

| f ′t(r(ti))/
√

1 + f ′2t (r(ti))− f ′t(r(ti−1))/
√

1 + f ′2t (r(ti−1)) |≤
≤| f ′t(r(ti))− f ′t(r(ti−1)) | . (5.8)

Èç (5.7) è (5.8) èìååì

sup
{ti}∈Nr

∑

i

‖τ(ti)/‖τ(ti)‖ − τ(ti−1)/‖τ(ti−1)‖‖ ≤ c3(∨(‖r′‖; 0, Tr) + ∨(Φ′; 0, Tr)).

(5.9)
Òàê êàê ïî óñëîâèþ f(·, ·)− ÏÐÂ ôóíêöèÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.1

∨(Φ′; 0, Tr) ≤ c1(D),

îòêóäà ñ ó÷åòîì (5.9) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (5.6). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (5.6). Ïîêàæåì, ÷òî f(·, ·)

- ÏÐÂ ôóíêöèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

‖τ(ti)/‖τ(ti)‖ − τ(ti−1)/‖τ(ti−1)‖‖ ≥| f ′t(r(ti))/
√

1 + f ′t(r(ti))−
−f ′t(r(ti−1))/

√
1 + f ′2t (r(ti−1)) (5.10)

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè θ(x) = x/
√

1 + x2 è èç ‖f ′(z)‖ ≤ L äëÿ âñåõ z ∈ D,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû c4(L) > 0, äëÿ
êîòîðîé

| f ′t(r(ti))/
√

1 + f ′2t (r(ti))− f ′t(r(ti−1))/
√

1 + f ′2t (r(ti−1)) ≥
≥ c4 | f ′t(r(ti))− f ′t(r(ti−1)) |,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (5.10) èìååì

c2 ≥ sup
{ti}⊂Nr

∑
i

‖τ(ti)/‖τ(ti)‖ − τ(ti−1)/‖τ(ti−1)‖‖ ≥ c4 ∨ (Φ′; 0, Tr).

Èç òåîðåìû 5.1.1 ñëåäóåò, ÷òî f(·) - ÏÐÂ ôóíêöèÿ. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.
¤
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6 ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÈÑ×ÅÐÏÛÂÀÞÙÅÃÎ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÂÅÐÕÍÈÕ ÂÛÏÓÊËÛÕ ÀÏÏÐÎÊ-
ÑÈÌÀÖÈÉ

Â äàííîé ãëàâå äàåòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà âåðõ-
íèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé (â.â.à.) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè,
êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ýêçîñòåð. Â òåðìèíàõ ýêçîñòåðîâ ôîðìóëè-
ðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå.

6.1 Ââåäåíèå

Àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè − îäíà èç
ãëàâíûõ çàäà÷ â îïòèìèçàöèè, òàê êàê âûáîð àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëÿåò âûáîð
îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà. Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè f(·) : Rn → R àïïðîêñèìà-
öèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñòðîèòñÿ â âèäå

ψ(x) = f(x0) + (f ′(x0), x− x0),

ãäå x ∈ Rn, f ′(x0) = ∇f(x0) − ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0. Ãðà-
ôèê ôóíêöèè ψ(·) åñòü ãèïåðïëîñêîñòü, êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó Γf ôóíêöèè
f(·) â òî÷êå x0. Òàêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [73, 100]

f(x0) + (f ′(x0), x− x0) + (1/2)(f ′′(x0)(x− x0), (x− x0)),

ãäå f ′′(x0) = ∇2f(x0) � ìàòðèöà âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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Äëÿ íåãëàäêèõ (íåäèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé âñå óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ðàçíûå àâòîðû ïðèìåíÿþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèé. Ïåðâûé ñïîñîá
àïïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 ïðåäëîæèë Ô. Êëàðê [28],
êîòîðûé ââåë ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

F̂ (x0, g) = lim sup
α→+0,u→0

(f(x0 + u + αg)− f(x0 + u))/α.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî F̂ (x0, ·)− âûïóêëàÿ ïî g è ñóùåñòâóåò òàêîå âûïóêëîå êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî ∂CLF̂ (x0), íàçûâàåìîå ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà, ÷òî

F̂ (x0, g) = max
v∈∂CLF̂ (x0)

(v, g).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(·) : Rn → R− ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâà
ôóíêöèÿ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè òàêèõ ôóíêöèé Á. Í. Ïøåíè÷íûé ïðåäëîæèë
ñòðîèòü âåðõíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè (â. â. à.) ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0

[71]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

F (x0, g) = lim sup α→+0(f(x0 + αg)− f(x0))/α.

Íàçîâåì F (x0, g) âåðõíåé ïðîèçâîäíîé Äèíè ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 ïî íà-
ïðàâëåíèþ g. Ïîñêîëüêó f(·)− ëèïøèöåâàÿ, òî ôóíêöèÿ F (x0, ·)− êîíå÷íàÿ è
ëèïøèöåâàÿ äëÿ ëþáîãî g ∈ Rn.

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. [71] Ôóíêöèÿ h(·) : Rn → R íàçûâàåòñÿ â. â. à. ôóíêöèè
f(·) â òî÷êå x0, åñëè

1) h(g) ≥ F (x0, g) ∀g ∈ Rn,

2) h(·)− âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ (ï. î.) ôóíêöèÿ
îò g.

Î÷åâèäíî, ÷òî â. â. à. ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âîñïîëüçîâàâøèñü â.
â. à., Á. Í. Ïøåíè÷íûé ñôîðìóëèðîâàë íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè
[71]. Íî îêàçûâàåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü äîñòàòî÷íî ìíîãî òàêèõ ôóíêöèé, òî
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè [71].
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À. Ì. Ðóáèíîâ ââåë èñ÷åðïûâàþùåå ìíîæåñòâî â. â. à. [16]. Ïî îïðåäåëå-
íèþ èñ÷åðïûâàþùèì ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ òàêîå
ìíîæåñòâî â.â.à. hλ(·), λ ∈ Λ∗, äëÿ êîòîðîãî

inf λ∈Λ∗hλ(g) = F (x0, g) ∀g ∈ Rn.

Åñëè f(·)− ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì, òî ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå ìîæíî çàìåíèòü ðàâåíñòâîì

inf λ∈Λ∗hλ(g) = ∂f(x0)/∂g = F (x0, g)
Def
= h(g) ∀g ∈ Rn.

Òàê êàê ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ï. î. (ò. å. ñóáëèíåéíàÿ) ôóíêöèÿ
ψ(·) : Rn → R ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ψ(g) = max
v∈∂ψ(0)

(v, g) ∀g ∈ Rn,

ãäå ∂ψ(0)− ñóáäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ψ(·) â íóëå, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñ÷åð-
ïûâàþùåãî ìíîæåñòâà â. â. à. ôóíêöèè f â òî÷êå x0 äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî

E∗ = {C ⊂ Rn | C = C(hλ) = ∂hλ(0) λ ∈ Λ∗}.
Ìíîæåñòâî E∗ = E∗(f) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ýêçîñòåðîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ âîãíóòàÿ ï. î. ôóíêöèÿ ψ(·) ìîæåò
áûòü çàïèñàíà òàê:

ψ(g) = min
v∈∂ψ(0)

(v, g) g ∈ Rn.

Çäåñü ∂ψ(0)− ñóïåðäèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ψ â íóëå. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíî-
æåñòâî Λ∗, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

h(g) = sup
λ∈Λ∗

hλ(g) ∀g ∈ Rn,

òî ìíîæåñòâî

E∗ = E∗(f) = {D ⊂ Rn | D = D(hλ) = ∂hλ(0) λ ∈ Λ∗}

íàçûâàåòñÿ íèæíèì ýêçîñòåðîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Çàòåì áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå â ñîâîêóïíîñòè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ E∗ è E∗
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Çàìå÷àíèå 1. Äàëåå ìû áóäåì ñòðîèòü ýêçîñòåðû äëÿ ôóíêöèè h(g) =

∂f(x0)/∂g â òî÷êå 0, ñ÷èòàÿ ôóíêöèþ f ëèïøèöåâîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0,
äèôôåðåíöèðóåìîé ïî íàïðàâëåíèÿì.

Ïàðà E = [E∗; E∗] ñåìåéñòâ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, ãäå E∗− âåðõ-
íèé è E∗− íèæíèé ýêçîñòåðû, íàçûâàåòñÿ áèýêçîñòåðîì. Ýêçîñòåðû áûëè ââå-
äåíû â [16]. Â ñòàòüå [12] èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáîáùåííûìè
ñóáäèôôåðåíöèàëàìè è ýêçîñòåðàìè.

Â ñòàòüå [85] áûë íàéäåí âèä âûïóêëûõ ï. î. ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ èñ÷åð-
ïûâàþùåå ìíîæåñòâî â. â. à. äëÿ ï. î. ôóíêöèè h(·) ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L.
Èñ÷åðïûâàþùåå ìíîæåñòâî â. â. à. áóäåò ñîñòîÿòü èç âûïóêëûõ ï. î. ôóíêöèé,
èìåþùèõ âèä

hy(x) = inf {L ‖ x− ty ‖ +th(y) : t ≥ 0}.
Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

h(x) = min
y∈Sn−1

1 (0)
hy(x),

â êîòîðîì Sn−1
1 (0)− åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rn ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, ñîãëàñíî àëãîðèòìó Êàñòåëëàíè [85], äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñ-
÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé hy(·) òðåáóåòñÿ ðåøèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Â [102, 103] ââåäåíû íîâûå ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè è âèä ñóáäèôôåðåíöèàëà
ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà óñðåäíåííûõ
ãðàäèåíòîâ âäîëü êðèâûõ èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà êðèâûõ.

Ïðåæäå ÷åì ââåñòè íîâûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè è èçó÷èòü, êàê îí ñâÿçàí
ñ ðàññìîòðåííûìè âûøå, îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî êðèâûõ.

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Ïóñòü η(x0) åñòü ìíîæåñòâî ïàðàìåòðèçîâàí-
íûõ êðèâûõ r(x0, α, g) = x0 + αg + or(α), ãäå g ∈ Sn−1

1 (0) è ôóíêöèÿ
or(·) : [0, α0] → Rn, α0 > 0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) or(α)/(α) → +0 ïðè α → +0 ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ êðèâûõ r(·);
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2) ôóíêöèÿ or(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà (0, α0) è åå ïðîèçâîäíàÿ
o′(·) îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïî íîðìå âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò: ñóùåñòâóåò c <

∞ òàêîå, ÷òî
sup

τ∈(0,α0)
‖ o′r(τ) ‖≤ c

3) ãðàäèåíòû ∇f(r(x0, ·, g)) ñóùåñòâóþò ï. â. âäîëü êðèâîé r(x0, ·, g).

Çàìå÷àíèå 2. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3 îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâî η(x0) çàâèñèò
îò âûáîðà ôóíêöèè f(·). Êîíñòàíòû c è α0 îäíè è òå æå äëÿ âñåõ êðèâûõ
r ∈ η(x0)

Ââåäåì ìíîæåñòâà

Ef(x0) = {v ∈ Rn : ∃αk, αk → +0,∃ g ∈ Sn−1
1 (0),

∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0), v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ }

è
Df(x0) = co Ef(x0),

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.
Â [102] äîêàçàíî, ÷òî Df(x0)− âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òàì æå óñòà-

íîâëåíà ñâÿçü ìåæäó Df(x0) è ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà ôóíêöèè f(·) â
òî÷êå x0.

Èñïîëüçóåì ìíîæåñòâî Df(x0) äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà
â. â. à. àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0. Òàê, â [56] ýòî ìíîæåñòâî ïðè-
ìåíÿëîñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé è ãëàâíûõ íèæ-
íèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé (ÃÍÂÀ), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñôîðìóëèðîâàíû
íåîáõîäèìûå (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è äîñòàòî÷íûå) óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, à
òàêæå ìîæíî íàõîäèòü íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ ôóíêöèè. Ïðè÷åì ïîñòðîåíèå
ÃÍÂÀ ìîæíî ïðîèçâîäèòü íå òîëüêî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, íî è â äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è òåì ñàìûì óïðîñòèòü âèä ôóíêöèè,
à çíà÷èò, è óñêîðèòü ïîèñê òî÷êè ýêñòðåìóìà. Îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû, èñ-
ïîëüçóþùèå ÃÍÂÀ, áóäóò ñõîäèòüñÿ áûñòðåå, ÷åì òå æå ìåòîäû äëÿ èñõîäíîé
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ôóíêöèè f(·), òàê êàê óïðîùàåòñÿ ñòðóêòóðà ôóíêöèè, à òî÷êè ìèíèìóìà íå
òåðÿþòñÿ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû − ïîêàçàòü, êàê ìîæíî ñòðîèòü èñ÷åðïûâàþùåå ìíî-
æåñòâî â. â. à. ïðè ïîìîùè îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ v ∈ Df(x0).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà â. â. à. íå
ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè. Â [87] îïèñàíî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ èñ÷åðïûâàþùåãî
ìíîæåñòâà â. â. à. äëÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ (ÊÂÄ) ôóíêöèé, ò. å. òàêèõ
ôóíêöèé f(·), äëÿ êîòîðûõ

∂f(x0)/∂g = f ′(x0, g) = lim
α→+0

(f(x0 + αg)− f(x0))/α =

= max
v∈∂f(x0)

(v, g) + min
w∈∂f(x0)

(w, g),

ãäå ∂f(x0) è ∂f(x0)− ñóáäèôôåðåíöèàë è ñóïåðäèôôåðåíöèàë ñîîòâåòñòâåí-
íî ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0. Ìíîæåñòâà ∂f(x0) è ∂f(x0) ïî îïðåäåëåíèþ åñòü
âûïóêëûå, êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Åñëè f(·)− ÊÂÄ ôóíêöèÿ â òî÷êå x0 è ìíî-
æåñòâà ∂f(x0), ∂f(x0) èçâåñòíû, òî èñ÷åðïûâàþùåå ìíîæåñòâî â.â.à. ôóíêöèè
f(·) â òî÷êå x0 ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

hw(x0, g) = max
v∈w+∂f(x0)

(v, g) ∀w ∈ ∂f(x0).

Åñëè ïîëîæèòü W = ∂f(x0), òî

inf
w∈W

hw(x0, g) = f ′(x0, g) = F (x0, g).

Äåéñòâèòåëüíî,

f ′(x0, g) = min
w∈∂f(x0)

max
v∈∂f(x0)

(v + w, g) = min
w∈∂f(x0)

max
u−w∈∂f(x0)

(u, g) =

= min
w∈∂f(x0)

max
u∈w+∂f(x0)

(u, g),

îòêóäà è ñëåäóåò ñêàçàííîå.
Îïèñàííûé ìåòîä ïðèìåíèì, åñëè èçâåñòíû ìíîæåñòâà ∂f(x0) è ∂f(x0). Ê

ñîæàëåíèþ, èõ íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: à êàê ïîñòðîèòü
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èñ÷åðïûâàþùåå ìíîæåñòâî â .â. à. äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé äèôôåðåí-
öèðóåìîé ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè?

Äëÿ îòâåòà íà íåãî èñïîëüçóåì èäåè, îïèñàííûå â [56]. Ìîäèôèöèðóåì èñ-
õîäíóþ ôóíêöèþ è ðàññìîòðèì íîâóþ ôóíêöèþ

f̃(x) = f(x) + L ‖x− x0‖,

ãäå L− êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè f(·). Äëÿ èçìåíåííîé ôóíêöèè f̃(·) ïî-
ñòðîèì ìíîæåñòâî óñðåäíåííûõ ãðàäèåíòîâ Df̃(x0).

Îïèøåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà â. â. à. äëÿ ëèïøè-
öåâîé, äèôôåðåíöèðóåìîé ïî íàïðàâëåíèÿì â òî÷êå x0 ôóíêöèè f̃ , êîòîðûé
áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ýòàïîâ. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì èñ÷åðïûâàþùåå ìíîæåñòâî
â. â. à. äëÿ ôóíêöèè f̃(·) â òî÷êå x0, à çàòåì, èñïîëüçóÿ óæå ïîñòðîåííîå ìíî-
æåñòâî, ïîëó÷àåì èñ÷åðïûâàþùåå ìíîæåñòâî â.â.à. äëÿ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå
x0.

6.2 Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíåãî ýêçîñòåðà äëÿ ôóíêöèè f̃(.)

Âîçüìåì ëþáîé âåêòîð g ∈ Sn−1
1 (0). Ïóñòü

Pg(v) = {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v, g)}.

Î÷åâèäíî, ÷òî Pg(v) åñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v. Äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà v ∈ Eg(f̃) îïðåäåëèì

Cg(f̃) = Df̃(x0) ∩ Pg(v),

ãäå
Egf̃(x0) = co {v ∈ Rn : ∃αk, αk → +0,

(∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f̃(r(x0, τ, g))dτ }.
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Î÷åâèäíî, ÷òî Cg(f̃)− âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî g ∈
Sn−1

1 (0).
Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

∂f̃(x0)

∂g
= f̃ ′(x0, g) = h̃(g).

Âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 6.2.1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ Eg(f̃) âåðíî ðàâåíñòâî

(v, g) =
∂f̃(x0)

∂g
= h̃(g).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Äëÿ ëþáîé êðèâîé r(x0, ·, g) ∈ η(x0), g ∈ Sn−1
1 ,

âåðíî ðàâåíñòâî

f̃(r(x0, α, g))− f̃(x0) =

α∫

0

(∇f̃(r(x0, τ, g)), r′(x0, τ, g))dτ.

Ïîñêîëüêó r(x0, ·, g) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî r′(x0, τ, g) → g ïðè τ →
+0. Çàìåíà r′(x0, τ, g) íà g ýêâèâàëåíòíà äîáàâëåíèþ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íî
ìàëîé ôóíêöèè ê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà α

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè α → +0. Â èòîãå ïîëó÷èì

∂f̃(x0)

∂g
= (v, g)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ Eg(f̃). Ëåììà äîêàçàíà. ¤
Íàøåé öåëüþ áóäåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.2.1. Îãðàíè÷åííîå â ñîâîêóïíîñòè ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîì-
ïàêòíûõ ìíîæåñòâ C, âêëþ÷àþùèõ ìíîæåñòâà Cg(f̃) äëÿ âñåõ g ∈ Sn−1

1 (0),
îáðàçóåò âåðõíèé ýêçîñòåð E∗(f̃), ò.å. âåðíî ðàâåíñòâî

h̃(g) = inf
C∈E∗(f̃)

h̃C(g),

ãäå h̃C(g) = maxv∈C (v, g).
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Çàìå÷àíèå 3. Òåîðåìà äàåò ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ âåðõíåãî ýêçîñòåðà E∗(f̃).
ßñíî, ÷òî âåðõíèé ýêçîñòåð E∗(f̃) ôóíêöèè f̃ â òî÷êå x0 ñîâïàäàåò ñ âåðõíèì
ýêçîñòåðîì ôóíêöèè h̃ â íóëå, ò. å. E∗(f̃) = E∗(h̃).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ hg(·) : Rn → R

hg(q) = max
w∈Cg(f̃)

(w, q).

Î÷åâèäíî, ÷òî

hg(g) = h̃(g) = f̃ ′(x0, g) ∀g ∈ Sn−1
1 (0).

Ïîêàæåì, ÷òî

hg(q) = max
w∈Cg(f̃)

(w, q) ≥ f̃ ′(x0, q) ∀q ∈ Sn−1
1 (0).

Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ Sn−1
1 (0) âåðíî

íåðàâåíñòâî
hg(q) = max

w∈Cg(f̃)
(w, q) < f̃ ′(x0, q). (6.1)

Ðàññìîòðèì äâóõìåðíóþ ïëîñêîñòü P (g, q) = span{g, q}. Îïðåäåëèì íà P (g, q)

ï. î. ôóíêöèþ ϕ(·) : R2 → R, ÿâëÿþùóþñÿ ñóæåíèåì h̃(·) íà ïîäïðîñòðàíñòâî
P (g, q).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ u ∈ P (g, q)

ϕ(u) = h̃(u) =
∂ϕ(0)

∂u
=

∂h̃(0)

∂u
= f̃ ′(x0, u). (6.2)

Ââåäåì ìíîæåñòâî

Eϕ(0) = co {v ∈ R2 : ∃αk, αk → +0, (∃ g ∈ S1
1(0)),

(∃r(0, ·, g) ∈ ηϕ(0)), v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇ϕ(r(0, τ, g))dτ }

è
Dϕ(0) = co Eϕ(0),
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ãäå ηϕ(0) åñòü ìíîæåñòâî êðèâûõ íà ïëîñêîñòè P (g, q) ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè,
êîòîðûìè îáëàäàþò êðèâûå ìíîæåñòâà η(x0).

Ôóíêöèÿ ϕ(·) äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó íà ëþáîé êðèâîé ìíîæåñòâà
ηϕ(0).

Ìíîæåñòâî Dϕ(0) - âûïóêëîå, êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà P (g, q).
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Egϕ(0) = co {v ∈ R2 : ∃αk, αk → +0,

(∃r(0, ·, g) ∈ ηϕ(0)), v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇ϕ(r(0, τ, g))dτ }.

Ïîñêîëüêó âåðíî (6.2), òî ìíîæåñòâî Egϕ(0)− ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Egh̃(0) íà
ïëîñêîñòü P (g, q) è ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè äâà. Äåéñòâèòåëüíî, ëþ-
áîé âåêòîð èç Egϕ(0)− ýòî ïðîåêöèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà èç Egh̃(0) íà ïëîñ-
êîñòü P (g, q). Îòñþäà âûòåêàåò ñäåëàííîå âûøå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Dϕ(0)− âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïðîåêöèé ìíîæåñòâ
Euh̃(0) íà ïëîñêîñòü P (g, q) äëÿ âñåõ u ∈ P (g, q).

Òàêæå îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Qg(v) = {u ∈ R2 | (u, g) ≤ (v, g)}
äëÿ ëþáîãî v ∈ Egϕ(0) è

Cg(ϕ) = Dϕ(0) ∩Qg(v).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Cg(ϕ)− åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Cg(h̃) íà
ïëîñêîñòü P (g, q), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê äâóõìåðíûå âåêòîðà.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕg(·) : R2 → R

ϕg(u) = max
w∈Cg(ϕ)

(w, u).

Òàê êàê ëþáîé âåêòîð èç Dh̃(0) åñòü ïðåäåëüíûé âåêòîð ãðàäèåíòîâ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f̃(x0) â òî÷êàõ íà êðèâûõ
ìíîæåñòâà η(x0), âêëþ÷àÿ òî÷êó x0, òî âåðíî ðàâåíñòâî

Dh̃(0) = Df̃(x0).
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Îòñþäà è âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò ðàâåíñòâî

ϕg(q) = hg(q).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè (6.1) âåðíî, òî íåðàâåíñòâî

ϕg(q) = hg(q) < h̃(q) = f̃ ′(x0, q) = ϕ(q) (6.3)

òàêæå âåðíî. Ìû äîêàæåì îáðàòíîå, à èìåííî: íåðàâåíñòâî (6.3) íå âåðíî.
×òîáû ýòî äîêàçàòü, àïïðîêñèìèðóåì ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ

ôóíêöèþ ϕ(·) ï. î. ìíîãîãðàííîé ôóíêöèåé ϕm(·) : R2 → R, êîòîðàÿ áóäåò
ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàçäåëèì ðàâíîìåðíî êðóã B2
1(0) = {z ∈ R2 | ‖z‖ ≤ 1} ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ

{qi}, i ∈ 1 : m, íà m ñåêòîðîâ. Ïîñòðîèì â êàæäîì ñåêòîðå, îïðåäåëÿåìîì âåê-
òîðàìè {qi, qi+1, 0} ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ íà âåêòîðàõ qi, qi+1,0
çíà÷åíèÿ ϕ(qi), ϕ(qi+1), ϕ(0) ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ï.î. ìíîãîãðàííóþ ôóíêöèþ ϕm(·). Î÷åâèäíî, ÷òî
ôóíêöèè ϕm(·) àïïðîêñèìèðóþò ôóíêöèþ ϕ(·) â øàðå B2

1(0) ðàâíîìåðíî ïî m.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè ϕm(·) ëèïøèöåâû ðàâíîìåðíî ïî m, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìû â øàðå B2

1(0). Êðîìå òîãî, ôóíêöèè
ϕm(·) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ãðàäèåíòû ∇ϕm(·) ñòðåìè-
ëèñü ïðè m →∞ ê ãðàäèåíòàì ∇ϕ(·) âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå îíè ñóùåñòâóþò. Äëÿ
ýòîãî íàäî, ÷òîáû ñåêòîðû ñòÿãèâàëèñü ïðè m →∞ ê òî÷êàì, ãäå ñóùåñòâóþò
ãðàäèåíòû ôóíêöèè ϕ(·). Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà
è ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè ϕ(·).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

(ϕm)g(u) = max
w∈Cmg(f̃)

(w, u),

ãäå
Cmg(ϕm) = Dϕm(0) ∩Qg(v).

Åñëè (6.3) âåðíî äëÿ ôóíêöèè ϕ(·), òî íåðàâåíñòâî

(ϕm)g(q) < ϕm(q) (6.4)
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áóäåò òàêæå âåðíî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè m → ∞
âåðíû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
m→∞

ϕm(q) ⇒ ϕ(q),

lim
m→∞

ρH(Dϕm(0), Dϕ(0)) = 0,

lim
m→∞

ρH(Cmg(ϕm), Cg(ϕm)) = 0,

lim
m→∞

(ϕm)g(q) ⇒ ϕg(q),

ãäå ρH− ìåòðèêà Õàóñäîðôà. Îòñþäà ñëåäóåò ñäåëàííîå âûøå óòâåðæäåíèå.
Îáîçíà÷èì íà ïëîñêîñòè ãðàäèåíòû ëèíåéíîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé âûøå.

Ñîåäèíèì ãðàäèåíòû ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ â ñîñåäíèõ âåêòîðàõ, îòðåçêîì. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íà ïëîñêîñòè ëîìàíóþ ëèíèþ lm.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ãðàäèåíòû a è b èç ñî-
ñåäíèõ ñåêòîðîâ ñ îáùèì âåêòîðîì qi, ïåðïåíäèêóëÿðåí qi. Äåéñòâèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó (a, qi) = (b, qi), òî (a − b, qi) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî. âåêòîðà a − b è qi

ïåðïåíäèêóëÿðíû. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû {qi}, i ∈ 1 : m, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû îòðåçêàì ëîìàíîé lm.

Ïåðåíóìåðóåì âåêòîðû {qi}, i ∈ 1 : m, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé ëîìà-
íîé lm íà ïëîñêîñòè. Ïîñëå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áóäåò ïðîâåäåíî äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ.

Åñëè ϕm(·) âûïóêëàÿ, òî ëîìàíàÿ lm îãðàíè÷èâàåò âûïóêëûé ìíîãîãðàí-
íèê, äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî (6.4) íåâåðíî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ g, q ∈ R2.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (6.4) òîëüêî äëÿ g, q èç ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ {qi}, i ∈ 1 : m.

Ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé îáðàçîâàí äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
ãðàôèêàìè ëèíåéíûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ ïî ñîñåäíèì ñåêòîðàì, íàçîâåì
äâóãðàííûì óãëîì.

Åñëè îäèí èç äâóãðàííûõ óãëîâ ôóíêöèè ϕm(·)− âîãíóòûé, òî äâà îòðåçêà
ëîìàíîé lm áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.1.



� 263 �

Âåêòîðû {qi}, i ∈ 1 : 7, íà ðèñ. 6.1 ïðîíóìåðîâàíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû îòðåçêàì, ÿâëÿþùèìèñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëàìè (ñóïåðäèôôå-
ðåíöèàëàìè) âûïóêëûõ (âîãíóòûõ) äâóãðàííûõ óãëîâ. Çàìåòèì, ÷òî ñòîðîíû
AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, ïîñêîëüêó ìíîãîóãîëüíèê AKDEFG

åñòü ñóáäèôôåðåíöèàë â íóëå íàèáîëüøåé âûïóêëîé ôóíêöèè, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåé ôóíêöèþ ϕm(·). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (6.4) íå ìîæåò âûïîëíÿòü-
ñÿ íè ïðè êàêèõ g, q èç ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {qi}, i ∈ 1 : 7.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà åñòü íåñêîëüêî âîãíóòûõ äâóãðàííûõ óãëîâ (ðèñ.
6.2). Êàê è âûøå, ìíîãîóãîëüíèê AKLFG− ýòî ñóáäèôôåðåíöèàë â íóëå âû-
ïóêëîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé âûïóêëîé ôóíêöèåé, íå ïðå-
âîñõîäÿùåé ôóíêöèþ ϕm(·). Íåðàâåíñòâî (6.4) íå ìîæåò áûòü âåðíî äëÿ âåê-
òîðà g, ðàâíîãî âåêòîðàì {q1}, {q3}, è âåêòîðà q, ñîâïàäàþùåãî ñ îäíèì èç
âåêòîðîâ {qi}, i ∈ 1 : 7, ïîñêîëüêó òî÷êà D íàõîäèòñÿ âñåãäà íèæå ëó÷à, íà
êîòîðîì ðàñïîëàãàåòñÿ îòðåçîê BC, à òî÷êà C íàõîäèòñÿ íèæå ëó÷à, íà êîòî-
ðîì ðàñïîëàãàåòñÿ îòðåçîê DE. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåðàâåíñòâî (6.4) íå ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêèõ g, q èç {qi}, i ∈ 1 : 7.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ñìåæíûõ âîãíóòûõ äâó-
ãðàííûõ óãëîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.3, ñóáäèôôåðåíöèàëû êîòîðûõ îáðàçóþò
ëîìàíóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòüþ ãðàíèöû âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Âåêòîðû
{qi}, i = 1, 2, 8, ïåðïåíäèêóëÿðíû îòðåçêàì DC, FD, BC ñîîòâåòñòâåííî è
íàïðàâëåíû âî âíóòðü âûïóêëîé îáëàñòè, ÷àñòü ãðàíèöû êîòîðîé − ëîìàíàÿ
EDCB.

Êîãäà âåêòîð g− îäèí èç âåêòîðîâ q1, q2, q8, òî äëÿ ôóíêöèè ϕm(·), ïîñòðî-
åííîé ïî ìíîæåñòâó Cmg(ϕm), íè äëÿ êàêîãî q èç ìíîæåñòâà q1, q2, . . . , q8 íåðà-
âåíñòâî (6.4) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ. Ýòî âåðíî â ñâÿçè ñî ñâîéñòâàìè ëîìàíîé
EDCB, êàê ÷àñòè ãðàíèöû âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, è ñî ñâîéñòâàìè íîðìàëåé
ê åå îòðåçêàì. Åñëè g− îäèí èç âåêòîðîâ q3, q4 èëè q5, è òàê êàê òî÷êà E

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì Cmq3
(ϕm), Cmq4

(ϕm), Cmq5
(ϕm), òî îïÿòü ïðèõîäèì

ê âûâîäó, ÷òî íåðàâåíñòâî (6.4) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè äëÿ êàêîãî q èç
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ìíîæåñòâà q1, q2, . . . , q8.
Ðàññìîòðèì òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóþò âîãíóòûå äâóãðàííûå óãëû

ñ ñóïåðäèôôåðåíöèàëàìè CB è AH, êîòîðûå, êàê îòðåçêè, ïåðåñåêàþòñÿ, à
îòðåçîê AB− ñóáäèôôåðåíöèàë âûïóêëîãî äâóãðàííîãî óãëà (ðèñ. 6.4). Ïî-
ñêîëüêó íîðìàëè ê îòðåçêàì CB, AH òàê æå, êàê è âûøå, íàïðàâëåíû âî
âíóòðü íåêîòîðîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, òî äëÿ g, ðàâíûì q2 èëè q8, ñïðàâåä-
ëèâû âûâîäû, ñäåëàííûå âûøå. Òàê êàê òî÷êà B ðàñïîëàãàåòñÿ íèæå îòðåçêà
GH, à òî÷êà A− íèæå îòðåçêà CD, òî äëÿ g, ðàâíûì q3 èëè q7, íåðàâåíñòâî
(6.4) òàêæå íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêîì q èç ìíîæåñòâà q1, q2, . . . , q8.
Îñòàëñÿ ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà g = q1. Â ñâÿçè ñî ñâîéñòâàìè íîðìàëåé q2,
q8 è ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê A,B ìîæíî òàêæå â ýòîì ñëó÷àå ñäåëàòü âûâîä,
÷òî íåðàâåíñòâî (6.4) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêîì q èç ìíîæåñòâà
q1, q2, . . . , q8.

Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî ñëó÷àåâ è ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî (6.4) íå
ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íè ïðè êàêîì p, q. Äàäèì òåïåðü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Êàê è ðàíåå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (6.1) ðàçáèâàåì êðóã íà m

ñåêòîðîâ, ñòðîèì ï. î. ôóíêöèþ ϕm(·) è ïåðåõîäèì îò äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåí-
ñòâà (6.3) ê äîêàçàòåëüñòâó (6.4). Ñòðîèì íà ïëîñêîñòè ëîìàíóþ lm, îòðåçêàìè
êîòîðîé áóäóò ñóáäèôôåðåíöèàëû èëè ñóïåðäèôôåðåíöèàëû âûïóêëûõ èëè
âîãíóòûõ äâóãðàííûõ óãëîâ. Íîðìàëÿìè ê îòðåçêàì ëîìàíîé lm áóäóò âåêòî-
ðû qi, i ∈ 1 : m, ðàçáèâàþùèå êðóã B2

1(0) = {y ∈ R2 |‖ y ‖≤ 1} íà ñåêòîðû.
Ïðîíóìåðóåì ýòè âåêòîðû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ g, q èç

ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {qi}, i ∈ 1 : m, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (6.4). Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî îòðåçîê ëîìàíîé lm, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ íà âåêòîð q, íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Cmg(ϕm). Ðàññìîòðèì
ðàñïîëîæåíèå îòðåçêîâ ëîìàíîé lm, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà âåêòîðû g è q, êîòîðûå îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî a è
b.
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Åñëè ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ îòðåçîê a, ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì
b, òî íåðàâåíñòâî (6.4) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âåê-
òîð g íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî ââåðõ, à îòðåçîê b íàõîäèòñÿ âûøå îòðåçêà a,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.5. Äëÿ ñèòóàöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 6.5, íåðàâåíñòâî
(6.4) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, òàê êàê ïðÿìàÿ, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò îòðåçîê a, íå
ïåðåñåêàåò îòðåçîê b.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ a è b íà ðèñ. 6.5, íåâîçìîæíî. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî íîðìàëè ê îòðåçêàì ëîìàíîé lm íå ïîâòîðÿþòñÿ è, ñîãëàñ-
íî îáîçíà÷åíèÿì, ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïðè èçìåíåíèè èíäåêñîâ
îò 1 äî m. Ïóñòü AB− îòðåçîê b, à CD− îòðåçîê a. Åñëè ïîñòðîåíà ëîìàíàÿ
lm1, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè B è D è ðàñïîëîæåííàÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.5, òî
îáÿçàòåëüíî áóäåò îòðåçîê ëîìàíîé lm1 ñ íîðìàëüþ g è îòëè÷íûé îò CD. Íî
óæå åñòü îòðåçîê CD ñ íîðìàëüþ g. Ïîýòîìó ëîìàíîé lm1, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè
B è D, íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü òî÷êè B è D ñîåäèíÿþòñÿ ëîìàíîé lm2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.6.
Òîãäà òî÷êà A ñîåäèíÿåòñÿ ñ òî÷êîé C ëîìàíîé lm3 èëè lm4. Ó ëîìàíîé lm3

îáÿçàòåëüíî áóäåò îòðåçîê ñ íîðìàëüþ g. Ïîëó÷àåì, ÷òî åñòü äâà îòðåçêà ñ
íîðìàëüþ g, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Ëîìàíûå lm2 è lm4 îáÿçàòåëüíî èìåþò îòðåçêè
ñ îäèíàêîâûìè íîðìàëÿìè (íà ðèñ. 6.6 ýòî íîðìàëü p). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà
B íå ìîæåò ñîåäèíÿòüñÿ ñ òî÷êîé D ëîìàíîé lm2.

Ïóñòü òî÷êà B ñîåäèíÿåòñÿ ñ òî÷êîé C ëîìàíîé lm5 (ðèñ. 6.7). à òî÷êà A−
ñ òî÷êîé D ëîìàíîé lm6. Òîãäà îáÿçàòåëüíî ó ëîìàíûõ lm5 è lm6 áóäóò îòðåçêè
ñ îäèíàêîâîé íîðìàëüþ p (ñì. ðèñ. 6.7), ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Åñëè òî÷êè A

è D ñîåäèíÿþòñÿ ëîìàíîé lm7, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.7, òî îïÿòü ó ëîìàíîé
lm7 áóäåò îòðåçîê ñ íîðìàëüþ g, ÷åãî òàêæå áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îòðåçîê a

èìååò òó æå íîðìàëü g.
Ìû èçó÷èëè âñå ñëó÷àè è ïîêàçàëè, ÷òî íåò ëîìàíûõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè

A, B ñ òî÷êàìè C, D, ÷òîáû íîðìàëè ê îòðåçêàì ëîìàíûõ íå ïîâòîðÿëèñü.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî îòðåçêè ñ íîðìàëÿìè g è q, ðàñïîëîæåííûå, êàê ïîêàçàíî
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íà ðèñ. 6.5, ñóùåñòâîâàòü íå ìîãóò. Äðóãèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ îòðåçêîâ a è
b ñâîäÿòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó. Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäñòâèå 6.2.1. Èç òåîðåìû 6.2.1. èìååì

h̃(g) = min
C∈E∗(f̃)

max
v∈C

(v, g) = max
v∈Cg(f̃)

(v, g),

ãäå ìíîæåñòâî Cg(f̃) îïðåäåëåíî âûøå. Çäåñü ìû çàïèñàëè min âìåñòî inf ,
òàê êàê min äîñòèãàåòñÿ.

Ñëåäóþùèé øàã − ýòî ïîñòðîåíèå èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà â. â. à. äëÿ
ôóíêöèè f(·).

Èç ðàâåíñòâà
f(x) = f̃(x)− L‖x− x0‖

èìååì

h(g) = h̃(g) + L min
v∈Bn

1 (0)
(v, g), Bn

1 (0) = {z ∈ Rn | ‖z‖ ≤ 1}.

Îòñþäà è èç ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷èì

h̃(g) = min
C∈E∗(h̃)

max
v∈C

(v, g) = max
v∈Cg(f̃)

(v, g)

è

h(g) = min
C∈E∗(h̃)

max
v∈C

(v, g) + L min
v∈Bn

1 (0)
(v, g) = max

v∈Cg(f̃)
(v, g) + L min

w∈Bn
1 (0)

(w, g) =

= min
w∈LBn

1 (0)
max

v∈[w+Cg(f̃)]
(v, g) = max

v∈Cg(f̃)
min

w∈[v+LBn
1 (0)]

(w, g) =

= min
C∈E∗(h̃)

min
w∈LBn

1 (0)
max

v∈[w+C]
(v, g) = min

C∈[E∗(h̃)+w|w∈LBn
1 (0)]

max
v∈C

(v, g).

Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 6.2.2. Âåðõíèé ýêçîñòåð E∗(f) ôóíêöèè f(·) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

E∗(f) = {w + C | w ∈ LBn
1 (0), C ∈ E∗(f̃)},

ãäå E∗(f̃)− âåðõíèé ýêçîñòåð ôóíêöèè f̃(·) â òî÷êå x0, êîòîðûé ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ñîãëàñíî òåîðåìå 6.2.1.
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Òåïåðü ïîñòðîèì íèæíèé ýêçîñòåð ôóíêöèè f(·). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h̄(·) :

Rn → R
h̄(g) = h(g)− L‖g‖.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E∗(−h̄) âåðõíèé ýêçîñòåð ôóíêöèè −h̄(·). Óæå èçâåñòíî, ÷òî

−h̄(g) = min
C∈E∗(−h̄)

max
v∈C

(v, g)

èëè
h̄(g) = − min

C∈E∗(−h̄)
max
v∈C

(v, g) = max
C∈E∗(−h̄)

[−max
v∈C

(v, g)] =

= max
C∈E∗(−h̄)

min
v∈(−C)

(v, g).

Èìååì

h(g) = h̄(g) + max
v∈LBn

1 (0)
(v, g) = max

C∈E∗(−h̄)
min

v∈(−C)
(v, g) + max

w∈LBn
1 (0)

(w, g) =

= max
C∈E∗(−h̄)

[ max
w∈LBn

1 (0)
min

v∈w+(−C)
(v, g)] = max

C∈[−E∗(−h̄)+w|w∈LBn
1 (0)]

min
v∈C

(v, g).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.2.3. Íèæíèé ýêçîñòåð E∗(f) ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 åñòü ìíî-
æåñòâî

E∗(f) = {w + C | w ∈ LBn
1 (0), C ∈ −E∗(−h̄)},

ãäå E∗(−h̄)− âåðõíèé ýêçîñòåð ôóíêöèè −h̄(·) â íóëå, êîòîðûé ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ñîãëàñíî òåîðåìå 1.

Ñëåäñòâèå 6.2.2. Áèýêçîñòåð ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 åñòü ïàðà [A,B] ìíî-
æåñòâ A, B, ãäå

A = {w+C | w ∈ LBn
1 (0), C ∈ E∗(h̃)}, B = {w+C | w ∈ LBn

1 (0), C ∈ −E∗(−h̄)}.

Áûëî ïîêàçàíî [14, 87], ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà Rn â
òî÷êå x∗ è èçâåñòåí âåðõíèé ýêçîñòåð E∗ ôóíêöèè f â òî÷êå x∗, òî âûïîëíåíî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà:

0n ∈ C ∀C ∈ E∗.



� 268 �

Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî

Bδ ⊂ C ∀C ∈ E∗, (6.5)

ãäå Bδ = {x ∈ Rn | ‖x‖ < δ}, òî x∗− òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè f . Óñëîâèå (6.5) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè f .

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà ïðè èçâåñòíîì
íèæíåì ýêçîñòåðå E∗.

Ïðèìåð 6.2.1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : R2 → R ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà-
ðèñóåì íà ïëîñêîñòè äâå êðèâûå r1(α) = αey − α2

2 ex è r2(α) = αey + α2

2 ex,
ãäå ex = (1, 0), ey = (0, 1) − åäèíè÷íûå îðòû îñåé OX, OY ñîîòâåòñòâåí-
íî (ðèñ. 1.3.1.1). Îñü OZ íàïðàâëåíà íà íàñ. Ìåíüøóþ îáëàñòü ïî âêëþ÷å-
íèþ, êîòîðóþ îãðàíè÷èâàþò êðèâûå r1(·) è r2(·), íàçîâåì îáëàñòüþ 1. Â íåé
f(·) ≡ 0. Âûøå ïëîñêîñòè XOY ðàñïîëîæåíà ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè f(·),
ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü XOY âäîëü êðèâîé r2(·). Ýòà ÷àñòü ãðàôèêà ôóíê-
öèè ïåðåõîäèò â ïëîñêîñòü z− x = 0, êîãäà y → 0, è ∇f(x, y) → (1, 0), êîãäà
(x, y) → (x, 0) äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2. Íèæå ïëîñêîñòè XOY íàõîäèòñÿ
÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè f(·), ïåðåñåêàþùàÿ ïëîñêîñòü XOY âäîëü êðèâîé
r1(·). Îíà ïåðåõîäèò â ïëîñêîñòü z − x = 0, êîãäà y → 0, è ∇f(x, y) → (1, 0),

êîãäà (x, y) → (x, 0) äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2.

Àíàëèòè÷åñêè ôóíêöèþ z = f(x, y) ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 1 z = f(x, y) ≡ 0.
Äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2, ãäå x > 0, y > 0, çíà÷åíèÿ z = f(x, y) > 0 è

z = f(x, y) = x− y2

2
.

Äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2, ãäå x < 0, y > 0, çíà÷åíèÿ z = f(x, y) < 0 è

z = f(x, y) = x +
y2

2
.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè f(·) ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü XOY äëÿ
y > 0 âäîëü êðèâûõ r1(·) è r2(·).

Äëÿ (x, y) èç îáëàñòè 2, ãäå y < 0, âåðíî ðàâåíñòâî z = f(x, y) = x.

Ëåãêî âèäíî, ÷òî ïðè y → 0 ãðàäèåíò ∇f(x, y) → (1, 0) ïðè y → 0.
Ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî

Df(0) = ∂CLf(0) = co{0, ex},

Âû÷èñëèì áèýêçîñòåð ïîñòðîåííîé ôóíêöèè. Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé
ïîëó÷èì ÿâíûé âèä âåðõíåãî è íèæíåãî áèýêçîñòåðà. Íèæíèé ýêçîñòåð ðàâåí

E∗(h) = {w + C | w ∈ B2
1(0), C = B2

1(0) + ex}.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ âåðõíèé ýêçîñòåð ñîâïàäàåò ñ íèæíèì, ÷òî
íåòðóäíî ïðîâåðèòü.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà C ⊂ E∗(h), äëÿ êîòîðûõ

max
v∈C

(v,−ex) < 0,

òî òî÷êà (0, 0) íå åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·), õîòÿ îíà ÿâëÿåòñÿ ñòà-
öèîíàðíîé òî÷êîé Êëàðêà, òàê êàê 0 ∈ ∂CLf(0).

Âûâîä, êîòîðûé ìîæíî ñäåëàòü èç ïðèìåðà, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåîá-
õîäèìûå (à èíîãäà è äîñòàòî÷íûå) óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ïîëó÷åííûå ñ ïî-
ìîùüþ ýêçîñòåðîâ, áîëåå òî÷íûå ïî ñðàâíåíèþ ñ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè
îïòèìàëüíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â òåðìèíàõ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà.

6.3 Çàêëþ÷åíèå

Îäíèì èç ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî óáûâàíèÿ (âîçðàñ-
òàíèÿ) ôóíêöèè â íåãëàäêîì àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èñ÷åðïûâàþùåãî
ìíîæåñòâà âåðõíèõ (íèæíèõ) âûïïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé. Â ñòàòüå ïîêàçàíî,
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êàê ïîñòðîèòü òàêîå ìíîæåñòâî. Ñòðîèòñÿ áèýêçîñòåð − èñ÷åðïûâàþùåå ñå-
ìåéñòâî âåðõíèõ è íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé. Ïðè ïîñòðîåíèè èñïîëü-
çóþòñÿ ïðåäåëüíûå âåêòîðû óñðåäíåííûõ èíòåãðàëîâ îò ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè
âäîëü êðèâûõ èç îïðåäåëÿåìîãî ñåìåéñòâà, âäîëü êîòîðûõ ïî÷òè âñþäó ñóùå-
ñòâóþò ãðàäèåíòû ôóíêöèè.
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7 ÑÏÎÑÎÁ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÃÐÀ-
ÄÈÅÍÒÎÂ È ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ ÂÒÎ-
ÐÛÕ ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ËÈÏØÈÖÅÂÎÉ
ÔÓÍÊÖÈÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ ÑÒÅÊËÎ-
ÂÀ

Â ñòàòüå äàåòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ñòåêëîâà ñóáäèô-
ôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç îáîá-
ùåííûõ ãðàäèåíòîâ è îáîáùåííûõ ìàòðèö âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ëèï-
øèöåâîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì, êàê äîêàçûâàåòñÿ, ñóáäèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà, ñîâïàäàåò ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì,
ïîñòðîåííûì ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ óñðåäíåííûõ èíòåãðàëîâ îò ãðàäèåíòîâ
ôóíêöèè, âû÷èñëåííûõ âäîëü êðèâûõ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êðèâûõ, ââå-
äåííîãî àâòîðîì â [102], [103]. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà
èëè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, ñóáäèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ïîðÿäêîâ ñîñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî èç ãðàäèåíòà è ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå. Îáîáùåííûå ãðàäèåíòû è ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå ïîñòðîåíèÿ îï-
òèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ.Ñòðîèòñÿ èñ÷èñëåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóáäèôôåðåí-
öèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû. Ðåçóëüòàòû ãëàâû
îïóáëèêîâàíû â [107].

7.1 Ââåäåíèå

Ëèïøèöåâûå ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ãëàäêèìè. Èçâåñòíî òîëü-
êî, ÷òî îíè ïî÷òè âñþäó äèôôåðåíöèðóåìû â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå íåäèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè òàêèõ ôóíêöèé ââîäÿò îáîáùåííûå ãðàäèåíòû, êîòîðûå â ñîâîêóïíî-
ñòè îáðàçóþò ñóáäèôôåðåíöèàë − âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Çäåñü íåò
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åäèíîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ñóáäèôôåðåíöèàëà. Òàê Ô. Êëàðê ââåë ñâîå
ìíîæåñòâî, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà [86], [28], êàê îáú-
åäèíåíèå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ãðàäèåíòîâ â òî÷êàõ, ãäå îíè ñóùåñòâóþò, êîãäà
ýòè òî÷êè ñòðåìÿòñÿ ê èñõîäíîé òî÷êå. Ìèøåëü è Ïåíî ââåëè îáîáùåííûå ãðà-
äèåíòû ÷åðåç ïðåäåëüíûå îòíîøåíèÿ ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè â íåêîòîðûõ
áëèçêèõ ê èññëåäóåìîé òî÷êàõ âäîëü ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ê ïðèðàùåíèþ
àðãóìåíòà [99].

Îäíèì èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè â Rn äëÿ ëèïøèöåâûõ
íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü íóëÿ ñóá-
äèôôåðåíöèàëó, âû÷èñëåííîìó â ýòîé òî÷êå. Â ãëàäêîì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå
ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî íóëþ ãðàäèåíòà â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

Àâòîð ââåë íîâîå îïðåäåëåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà, êîòîðîå âñåãäà ïðèíàäëå-
æèò ñóáäèôôåðåíöèàëó Êëàðêà, à â ñëó÷àå ôóíêöèé, ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìûõ
â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ (ÏÐÂ), ñîâïàäàåò ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà
[102]. Ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå óñðåäíåííûõ èí-
òåãðàëîâ îò ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè, âû÷èñëåííûõ â òî÷êàõ íà êðèâûõ èç íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà êðèâûõ, ââåäåííîãî â [102], [103]. Âàæíî, ÷òî â ñëó÷àå, êî-
ãäà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, îïðåäåëÿåìîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî âåêòîðà − ýòî ãðàäèåíòà ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. Íåîáõîäèìîå
óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå çàïèñûâàåòñÿ êàê ïðèíàäëåæíîñòü íóëÿ ââå-
äåííîìó ìíîæåñòâó, âû÷èñëåííîìó â òîé æå ñàìîé òî÷êå.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà âàæíî ââåñòè
îáîáùåííûå ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ñîñòîÿùèé èç íèõ ñóá-
äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà, ÷òî ïûòàëèñü äåëàòü ìíîãèå ñïåöèàëèñòû â
îáëàñòè íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. Êðîìå òîãî, îäíî èç òðåáîâàíèé, êîòîðîå àâ-
òîð ñòàâèòü ïåðåä ñîáîé, ÿâëÿåòñÿ òàêîå: ÷òîáû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, ñóáäèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ñîñòî-
ÿë áû èç ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ÷òî ïî
ìíåíèþ àâòîðà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè ïðàâèëüíûì.
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Ñóáäèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ïûòàþòñÿ ââîäèòü ðàçíûìè ïóòÿìè.
Òàê â [97] àâòîðû ââîäÿò ñóáäèôôåðåíöèàë âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (the
partial second-order subdi�erential). Âìåñòî ýòîãî àâòîð ââîäèò îáîáùåííûå ìàò-
ðèöû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà çàòðóäíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî ëèïøèöåâûå ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè âñþäó
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûìè (çà èñêëþ÷åíèåì ÏÐÂ ôóíêöèé), à ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îïðåäåëåíèè êðèâûõ èëè ìíîæåñòâà, âäîëü êîòîðûõ
èëè â êîòîðîì ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ ïî÷òè âñþäó èìååò ìàòðèöó âòîðûõ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ,− íå ãîäèòñÿ. Íàäî ðàçðàáàòûâàòü íîâûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ
îáîáùåííîé ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íå ñâÿçàííûé íàïðÿìóþ
ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñàìîé ôóíêöèè. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñòàòüå
êàê ðàç ýòî è îñóùåñòâëÿåòñÿ.

7.2 Ïîñòðîåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü f(·) : Rn → R− ëèïøèöåâàÿ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L ôóíêöèÿ. Íàøà
öåëü − èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ
ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 ∈ Rn.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(·) : Rn → R

ϕ(x) =
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f(x + y)dy, (7.1)

ãäå D(·) : Rn → 2R
n− íåïðåðûâíàÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå (ÌÎ) ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè îáðàçàìè, 0 ∈ intD(x), µ(D(x)) > 0

äëÿ âñåõ x ∈ Rn, x 6= x0, µ(D(x))− ìåðà ìíîæåñòâà D(x). Ôóíêöèÿ ϕ(·) çàâè-
ñèò îò âûáðàííîãî ÌÎ D(·).

Èíòåãðàëû äëÿ ïîñòîÿííîãî ÌÎ D(·) ≡ D íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëàìè Ñòåê-
ëîâà èëè ñðåäíèìè Ñòåêëîâà. Åãî äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà èçó÷àëèñü ìíî-
ãèìè àâòîðàìè, íàïðèìåð, [66]- [67], [32]. Ñëó÷àé íåäèôôåðåíöèðóåìîé ëèïøè-
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öåâîé ôóíêöèè f(·) ðàññìîòðåí â [66],[67]. Òàì äîêàçàíî, ÷òî ϕ(·)− ëèïøèöåâàÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L(D).

Ðàññìîòðèì ÌÎ D(·), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. x0 ∈ int (x + D(x)) äëÿ âñåõ x ∈ S, S ⊂ Rn− îêðåñòíîñòü òî÷êè x0;

2. äèàìåòð ìíîæåñòâà D(x), êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç diamD(x) = d(D(x)),

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → x0, è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó d(D(x)) ≤
k‖x− x0‖ äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû k;

3. äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εi}, εi → +0, ïðè i → ∞ ÌÎ D(·)
ïîñòîÿííî äëÿ x èç ìíîæåñòâà ε2i+1 <‖ x− x0 ‖< ε2i;

4. ãðàíèöà ìíîæåñòâà D(x) äëÿ âñåõ x ∈ S, x 6= x0, çàäàåòñÿ äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè îò x.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÌÎ D(·), óäîâëåòâîðÿþùèå íàïèñàííûì âûøå óñëî-
âèÿì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {εi}, εi → +0, è êîíñòàíòû k.
Îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî ÌÎ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x èç ìíîæåñòâà

ε2i+1 <‖ x− x0 ‖< ε2i,

ãäå ÌÎ D(·) ïîñòîÿííî, D(x) ≡ D2i, ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(·) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâó Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L2i(D2i) (ñì. [66], [67]).

Äëÿ ÌÎ D(·) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

∂ϕD(x0) = co {v ∈ Rn | v = lim
xi→x0

ϕ′(xi)},

ãäå òî÷êè xi áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·). Ìíîæåñòâî ∂ϕD(x0)−
âûïóêëîå êîìïàêòíîå â Rn. Îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà íèæå. Äëÿ
ëþáûõ x èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) èìååì ([66], [67])

ϕ′(x) =
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′(x + y)dy,
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Ïîñêîëüêó ‖f ′(x+y)‖ ≤ L, òî îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî äëÿ íîðìû âåêòîðà
ϕ′(·)

‖ϕ′(x)‖ ≤ L.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∂ϕD(x0)− âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Äîêàæåì çà-
ìêíóòîñòü.

Ïóñòü vi ∈ ∂ϕD(x0) è vi → v äëÿ ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Äîêàæåì, ÷òî v ∈ ∂ϕD(x0).
Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ik} ⊂ {i} òàêóþ, ÷òî äëÿ j ∈ {ik} è äëÿ
òî÷åê xj èç îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) áûëî áû âåðíî íåðàâåíñòâî

‖ 1

µ(D(xj))

∫

D(xj)
f ′(xj + y)dy − v‖ ≤ εj,

ãäå εj −→
j

+0. Äëÿ ÌÎ D(·) â òî÷êàõ xj èç îáëàñòåé åãî ïîñòîÿíñòâà áóäåò âåðíî

lim
xj→x0

ϕ′(xj) = lim
xj→x0

1

µ(D(xj))

∫

D(xj)
f ′(xj + y)dy = v,

ò.å. v ∈ ∂ϕD(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ∂ϕD(x0)− çàìêíóòîå. Èç îãðàíè-
÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ëåììà.

Ëåììà 7.2.1. ∂ϕD(x0)− âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rn.

Äàëåå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÌÎ D(·), óäîâëåòâîðÿþùåãî
íàïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì, ϕ′(·)− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â òî÷êàõ x, x 6= x0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f(·)− äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Ïîñìîòðèì,
èç êàêèõ âåêòîðîâ áóäåò ñîñòîÿòü ìíîæåñòâî ∂ϕD(x0) â ýòîì ñëó÷àå. Èìååì

ϕ(x0 +4x) = f(x0) + (f ′(x0),4x) +
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
(f ′(x0), y)dy+

+
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
o(4x + y)dy. (7.2)

Ïîêàæåì, ÷òî
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
o(4x + y)dy = õ(4x),
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ãäå õ(4x)/‖4x‖ → 0 ïðè ‖4x‖ → 0. Èìååì | o(4x+y) |≤ γ(4x+y)‖4x+y‖,
ãäå γ(4x+y) → 0 ïðè4x+y → 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. diamD(x0+4x) → 0

ïðè 4x → 0. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

| 1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
o(4x + y)dy |≤

≤ 1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
γ(4x + y)‖4x + y‖dy ≤

≤ 1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
γ(4x + y)(‖4x‖+ ‖y‖)dy.

Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 ‖y‖ ≤ k‖4x‖ äëÿ íåêîòîðîãî k, òî

| 1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
o(4x + y)dy |≤

≤ γ((k + 1)4x)

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
(k + 1)‖4x‖dy =

= γ((k + 1)4x)(k + 1)‖4x‖ = õ(4x).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ðàçëîæåíèÿ

ϕ(x0+4x) = f(x0)+(f ′(x0),4x)+
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)
(f ′(x0), y)dy+õ(4x).

Äëÿ x = x0 +4x èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) èìååì

ϕ′(x) = f ′(x0) + õ′(x− x0). (7.3)

Åñëè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî õ′(x−x0) → 0 ïðè x → x0, òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî ϕ′(x) → f ′(x0) ïðè x → x0.

Õîä íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóþùèé. Èç îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî õ′(0) = 0. Åñëè áóäåò äîêàçàíî, ÷òî õ′(·)− íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ, òî èç ñêàçàííîãî âûøå èìååì õ′(4x) → 0 ïðè 4x → 0..

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

ϕ(x) =
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f(x + y)dy,
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åñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî x, x 6= x0, åñëè D(·) óäîâëåòâîðÿåò
âñåì íàïèñàííûì ðàíåå òðåáîâàíèÿì, êîòîðûå ëåãêî óäîâëåòâîðèòü.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ̃(x) =

∫

D(x)
f(x + y)dy.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x, ïðèðàùåíèå 4x è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

ϕ̃(x +4x)− ϕ̃(x) =

∫

D(x+4x)
f(x +4x + y)dy.−

∫

D(x)
f(x + y)dy =

=

∫

D(x+4x)
f(x +4x + y)dy −

∫

D(x+4x)
f(x + y)dy+

+

∫

D(x+4x)
f(x + y)dy −

∫

D(x)
f(x + y)dy = I1(4x) + I2(4x),

ãäå
I1(4x) =

∫

D(x+4x)
f(x +4x + y)dy −

∫

D(x+4x)
f(x + y)dy,

I2(4x) =

∫

D(x+4x)
f(x + y)dy −

∫

D(x)
f(x + y)dy.

Âåëè÷èíà I1(4x) åñòü èçìåíåíèå ôóíêöèè ϕ̃(·) ïðè ïîñòîÿííîì ìíîæåñòâå
D(x +4x). Èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(·). Çàìåòèì, ÷òî
I1(·) òàêæå çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè x. Âåëè÷èíà I2(4x) åñòü èçìå-
íåíèå ôóíêöèè ϕ̃(·) ïðè ïîñòîÿííîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f(·) è ïåðåìåí-
íîì ìíîæåñòâå D(x +4x), ïî êîòîðîìó èäåò èíòåãðèðîâàíèå.

Èç òåîðåìû íàñ÷åò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà Ñòåêëîâà äëÿ ëèïøèöå-
âîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, äîêàçàííîé â [66],[67], ñëåäóåò, ÷òî

I1(4x) = (

∫

D(x+4x)
f ′(x + y)dy,4x) + o(4x),

ãäå o(4x)/‖4x‖ → 0 ïðè 4x → 0. Îòñþäà èìååì

I1(4x) = (

∫

D(x)
f ′(x + y)dy,4x) + ô(4x),
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ãäå ô(4x)/‖4x‖ → 0 ïðè 4x → 0, ò.å. I1(·)− äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå, ïðî-
èçâîäíàÿ êîòîðîé íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x è

I
′
1(0) =

∫

D(x)
f ′(x + y)dy. (7.4)

Ïîêàæåì, ÷òî I2(·)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â íóëå. Êàê è
I1(·), âûðàæåíèå I2(·) òàêæå çàâèñèò îò òî÷êè x.

Áóäåì äîêàçûâàòü ïî èíäóêöèè îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Rn. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ n = 1 ôóíêöèÿ I2(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå.
Äåéñòâèòåëüíî, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èíòåãðàë

∫ b(z)

a(z)
f(x + y)dy

åñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïî z ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé ïî x, åñëè
b(·), a(·)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè â òî÷êå z = x. Ïóñòü äëÿ
n = k óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî äëÿ n = k + 1.

Ïðåäñòàâèì I2(4x) â âèäå
∫ b(x+∆x)

a(x+∆x)
θ(x +4x + y1e1)dy1,

ãäå
θ(x + ∆x + y1e1) =

∫

D̂(x+4x)
f(x + y)dy(k),

ãäå y = (y1, y2, . . . , yk, yk+1), e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), x, ∆x ∈ Rk+1, D̂(x + ∆x)−
ïðîåêöèÿ D(x + ∆x) íà ïðîñòðàíñòâî Rk, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ y(k) =

(y2, y3, . . . , yk+1). Ñîãëàñíî èíäóêöèè θ(·)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî
∆x. Òîãäà

I ′2(0) =

∫ b(x)

a(x)
θ′(x + y1e1)dy1 + θ(x + b(x)e1)b

′(x)− θ(x + a(x)e1)a
′(x), (7.5)

ò. å. åñëè a(·), b(·)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, òî I
′
2(0)− íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî x. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíê-
öèè a(·), b(·) ôóíêöèÿ ϕ̃(·)− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x.
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Âû÷èñëèì ϕ′(·):

ϕ′(x) =
1

µ(D(x))
ϕ̃′(x)− µ′(D(x))

µ2(D(x))
ϕ̃(x). (7.6)

Ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå â íàïèñàííîì âûøå âûðàæåíèè − íåïðåðûâíûå ïî
x ôóíêöèè, òî ϕ′(·)− íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî x ∈ S, x 6= x0.

Èç íåïðåðûâíîñòè ϕ′(·) ñëåäóåò, ÷òî õ′(·) − íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à ñëå-
äîâàòåëüíî, õ′(∆x) → 0 ïðè ∆x → 0. Èç (7.3) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî äëÿ
x0 + ∆x èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·)

lim
∆x→0

ϕ′(x0 + ∆x) = f ′(x0) (7.7)

äëÿ ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0. Çàìåòèì, ÷òî ðà-
âåíñòâî (7.7) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì,
íàïèñàííûì âûøå, à ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ f(·) äèôôåðåíöèðó-
åìà â òî÷êå x0, âåðíî ðàâåíñòâî ∂ϕD(x0) = {f ′(x0)}.

Îïðåäåëèì ÌÎ Φf(·) : Rn → 2R
n ñ îáðàçàìè

Φf(x0) = co
⋃

D(·)
∂ϕD(x0),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Ìíîæåñòâî Φf(x0) íàçîâåì
ñóáäèôôåðåíöèàëîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0.

Èç ñêàçàííîãî âûøå äåëàåì âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.2.1. Åñëè f(·) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî Φf(x0) =

{f ′(x0)}.
Äîêàæåì, íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÌÎ Φf(·), à èìåííî, ÷òî åãî îáðàçû− âûïóêëûå
êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà.

Ëåììà 7.2.2. Ìíîæåñòâî Φf(x0)− âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî..

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü. Äëÿ ëþ-
áûõ x èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) èìååì ([66], [67])

ϕ′(x) =
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′(x + y)dy, (7.8)
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Ïîñêîëüêó ‖f ′(x+y)‖ ≤ L, òî îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî äëÿ íîðìû âåêòîðà
ϕ′(·)

‖ϕ′(x)‖ ≤ L.

Ñëåäîâàòåëüíî, Φf(x0)− âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Äîêàæåì çàìêíó-
òîñòü.

Ïóñòü vi ∈ ∂ϕDi
(x0) è vi → v äëÿ ÌÎ Di(·) ∈ Ξ. Äîêàæåì, ÷òî v ∈ Φ(x0). Ñî-

ñòàâèì èç ÌÎ Di(·) íîâîå ÌÎ D(·) , ïðèíàäëåæàùåå îïðåäåëåííîìó ñåìåéñòâó
ÌÎ Ξ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ik} ⊂ {i}
òàêóþ, ÷òî äëÿ j ∈ {ik} è äëÿ òî÷êè xj, ñîîòâåòñòâóþùåé vj, â íåêîòîðîé
åå îêðåñòíîñòè èç îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà ÌÎ Dj(·) áûëî áû âåðíî ðàâåíñòâî
D(xj) = Dj(xj), à òàêæå íåðàâåíñòâî

‖ 1

µ(Dj(xj))

∫

Dj(xj)
f ′(xj + y)dy − v‖ ≤ εj,

ãäå εj −→
j

+0. Äëÿ ïîñòðîåííîãî ÌÎ D(·) â òî÷êàõ xj èç îáëàñòåé åãî ïîñòîÿí-
ñòâà áóäåò âåðíî

lim
xj→x0

ϕ′(xj) = lim
xj→x0

1

µ(D(xj))

∫

D(xj)
f ′(xj + y)dy = v,

ò.å. v ∈ Φf(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Φf(x0)− çàìêíóòîå. Èç îãðàíè÷åí-
íîñòè è çàìêíóòîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü.
Ëåììà äîêàçàíà.¤

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 â
[102], [103] îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ãëàäêèõ êðèâûõ η(x0) â Rn

Îïðåäåëåíèå 7.2.1. η(x0) åñòü ìíîæåñòâî êðèâûõ r(x0, α, g) = x0 + αg +

or(α), ãäå g ∈ Sn−1
1 (0), è ôóíêöèÿ o(·) : [0, α0] → Rn, α0 > 0 óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
1) or(α)/(α) → 0 ïðè α → +0 ðàâíîìåðíî ïî r;
2) ôóíêöèÿ or(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è å¼ ïðîèçâîäíàÿ o′r(·) îãðàíè-
÷åíà ñâåðõó ïî íîðìå âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò: ñóùåñòâóåò c < ∞ òàêàÿ,
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÷òî äëÿ âñåõ r(·)
sup

τ∈(0,α0)
‖ o′r(τ) ‖≤ c;

3) ïðîèçâîäíàÿ ∇f(r(·)) ñóùåñòâóåò ÏÂ âäîëü êðèâîé r(x0, ·, g).

Çàìå÷àíèå 7.2.1. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3 îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâî η(x0) çàâè-
ñèò îò âûáîðà ôóíêöèè f(.).

Ðàññìîòðèì êðèâóþ r(·) ∈ η(x0), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ñåãìåíòå [0, α0]

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ Sn−1
1 (0). Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk}, αk →

+0, êîãäà k → ∞, è ðàññìîòðèì ñðåäíèå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòîâ
∇f(r(·)) âäîëü òàêèõ êðèâûõ r(·)

αk
−1

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ.

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ïðè k → ∞ ñîäåðæàò âàæíóþ èíôîðìà-
öèþ î ïîâåäåíèè ôóíêöèè f(.) âáëèçè òî÷êè x0 â íàïðàâëåíèè g.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

Ef(x0) = {v ∈ Rn : ∃αk, αk → +0, (∃ g ∈ Sn−1
1 (0)),

(∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ }

è
Df(x0) = co Ef(x0),

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà [29].
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.2.2. Âåðíî ðàâåíñòâî

Φf(x0) = Df(x0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕ(·) â òî÷êàõ x èç îáëàñòåé ïîñòî-
ÿíñòâà ÌÎ D(·) ∈ Ξ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (7.8). Ïåðåïèøåì (7.8) â âèäå
èíòåãðàëüíûõ ñóìì. À èìåííî:

ϕ′(x) =
1

µ(D(x))
lim

N→∞

N∑

i=1

f ′(x + yi)µ(∆Di) = lim
N→∞

N∑

i=1

f ′(x + yi)
µ(∆Di)

µ(D(x))
=

= lim
N→∞

N∑
i=1

f ′(x + yi)βi, (7.9)

ãäå yi ∈ ∆Di, βi = µ(∆Di)
µ(D(x)) , 0 ≤ βi ≤ 1,

∑N
i=1 βi = 1, D(x) =

⋃N
i=1 ∆Di,

µ(D(x)) =
∑N

i=1 µ(∆Di). Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî ϕ′(x) åñòü âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà âåêòîðîâ f ′(x + yi).

Ðàçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ x + D(x) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïî âíóò-
ðåííèì òî÷êàì ñåêòîðû (êîíóñû) ñ îáùåé âåðøèíîé x0. Â êàæäîì i− îì ñåê-
òîðå (êîíóñå) âûáåðåì êðèâóþ r(x0, ·, gi) ∈ η(x0). Óñðåäíåííûé èíòåãðàë

α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, gi))dτ

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðåäåë âûïóêëîé îáîëî÷êè ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè
f(·), âû÷èñëåííûõ âäîëü êðèâîé r(x0, ·, gi). Äåéñòâèòåëüíî,

α−1
∫ α

0
∇f(r(x0, τ, gi))dτ = lim

N→∞

N∑
j=1

f ′(r(x0, τj, gi))γj, (7.10)

ãäå γj =
∆τj

α , ∆τj− îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî τ âäîëü êðèâîé r(x0, τj, gi),⋃N
i=1 ∆τi = [0, α],

∑N
j=1 γj = 1, 0 ≤ γj ≤ 1.

Ïîìåñòèì êàæäóþ êðèâóþ r(x0, ·, gi) â èçîãíóòîå öèëèíäðè÷åñêîå òåëî ∆Si ñ
ïðîèçâîëüíî ìàëîé ìåðîé µ(∆Si). Ðàçîáüåì ∆Si ïëîñêîñòÿìè πij, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûìè îñè öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, íà ÷àñòè ∆Sij ñ ìåðîé µ(∆Sij). Îáîçíà÷èì
ìåðó ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè πij òåëà ∆Si ÷åðåç ∆ϕi. Òîãäà α · ∆ϕi ' µ(∆Si),

∆τj · ∆ϕi ' µ(∆Sij). Ïîýòîìó γj =
∆τj ·∆ϕi

α·∆ϕi
' µ(∆Sij)

µ(∆Si)
. Î÷åâèäíî, ÷òî âûïóê-

ëàÿ îáîëî÷êà èíòåãðàëüíûõ ñóìì â (7.10) ïî gi åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé âûïóêëîé
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îáîëî÷êè (7.9) çà ñ÷åò ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÌÎ D(·) ∈ Ξ è êàê óãîäíîé
ìàëîñòè ìåðû ïåðåñå÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ∆Si. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Df(x0) ⊂ Φf(x0). (7.11)

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (7.9) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåãðàëüíîé ñóììû (7.10), åñëè ìíîæåñòâî x+D(x) ðàçáèòü
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïî âíóòðåííèì òî÷êàì ñåêòîðû (êîíóñû) ñ îáùåé âåðøè-
íîé x0 (à ìû âîëüíû â âûáîðå ðàçáèåíèÿ). Â êàæäîì i− îì ñåêòîðå (êîíóñå)
âûáåðåì êðèâóþ r(x0, ·, gi) ∈ η(x0). Ïîìåñòèì i− ûé ñåêòîð (êîíóñ) â öèëèí-
äðè÷åñêîå òåëî ∆Si òàê, ÷òîáû ìåðà ñåêòîðà (êîíóñà) i áûëà ðàâíà ïîëîâèíå
ìåðû òåëà ∆Si. Òîãäà óñðåäíåííûé èíòåãðàë Ñòåêëîâà ïî ìíîæåñòâó D(x) ðà-
âåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî ∆Si, äåëåííàÿ íà óäâîåííóþ ìåðó ìíîæåñòâà D(x).

Êàæäîå öèëèíäðè÷åñêîå òåëî ∆Si ðàçáèâàåì ïëîñêîñòÿìè πij, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûìè îñè öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ∆Si, íà ïîäìíîæåñòâà ∆Sij. Âûáåðåì â
ïåðåñå÷åíèÿõ i− îãî ñåêòîðà (êîíóñà) è ∆Sij òî÷êè x+yij = r(x0, τj, gi) ∈ ∆Sij.

Â èòîãå âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) â òî÷êàõ x+yij èìååò
âèä

N∑
j=1

f ′(x + yij)βij, (7.12)

ãäå βij =
µ(∆Sij)
µ(∆Si))

, 0 ≤ βij ≤ 1,
∑N

j=1 βij = 1, ∆Si =
⋃N

j=1 ∆Sij, µ(∆Si) =∑N
j=1 µ(∆Sij). Òî åñòü âìåñòî òîãî, ÷òîáû áðàòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ãðàäè-

åíòîâ ôóíêöèè f(·) ïî òî÷êàì âñåãî ìíîæåñòâà x + D(x), ìû ñíà÷àëà áåðåì
âûïóêëóþ îáîëî÷êó ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) â êàæäîì òåëå ∆Si. Â èòîãå ïî-
ëó÷àåì ñóììó (7.12), êîòîðàÿ ïðèáëèæåííî ðàâíà ñóììå (7.10). ×åì áîëüøå
N è ÷åì ìåíüøå ïî ðàçìåðó êîíóñû, òåì òî÷íåå ðàâåíñòâî äëÿ ñóìì. ×òîáû
ïîëó÷èòü ñóììó (7.9), íàäî âçÿòü âûïóêëóþ îáîëî÷êó ïî i ñóìì (7.12), òàê
êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îò âûïóêëîé îáîëî÷êè åñòü ñíîâà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà (7.9) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà ïî i ñóìì (7.10). Ïðè÷åì ïîñëåäíåå âåðíî äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ.



� 284 �

Îòñþäà èìååì
Φf(x0) ⊂ Df(x0). (7.13)

Èç (7.11) è (7.13) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤
Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå äîêàçàííîé òåîðåìîé 7.2.1 äëÿ ñëó-

÷àÿ, êîãäà f(·)− äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0, òàê êàê äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ (ñì.
[102]) Φf(x0) = Df(x0) = {f ′(x0)}, à òàêæå ñ ëåììîé 7.2.2 äëÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·), ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç òîé æå ñòàòüè [102],
Df(x0)− âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·). Ïî íåîáõîäèìîìó
óñëîâèþ ìèíèìóìà (ñì. [102], [103]) 0 ∈ Df(x0). Ñïðàøèâàåòñÿ, íàñêîëüêî íà-
äî ñóçèòü îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî Ξ ÌÎ D(·), ÷òîáû Φf(x0) = {0}? Ïîìèìî
óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ÌÎ D(·), ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî x èç îá-
ëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) : ε2i+1 < ‖x− x0‖ < ε2i âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

L2i+1‖x− x0‖ ≤ L̂‖x̂(x)− x0‖, (7.14)

ãäå L2i+1− êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè ϕ′(·) â óêàçàííîé îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà
ÌÎ D(·), x̂(·)− íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò x ñî çíà÷åíèÿìè â Rn,
x̂(x) → x0 ïðè x → x0, L̂− íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Íåðàâåíñòâî (7.14) íàçîâåì
óñëîâèåì ðàâíîñòåïåííîé ëèïøèöåâîñòè ïî x â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 èëè
ïðîñòî ðàâíîñòåïåííîé ëèïøèöåâîñòüþ.

Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (7.14) âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü. Äåéñòâèòåëüíî, â
[66], [67] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîñòîÿííîãî ÌÎ D(·) ≡ D ôóíêöèÿ ϕ(·)− íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖ϕ′(x)− ϕ′(y)‖ ≤ 2L · k(D, n)

µ(D)
‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn, (7.15)

ãäå L− êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè f(·), k(D, n)− íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çà-
âèñÿùàÿ îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ìíîæåñòâà
D. Ïîêàçàíî [66], ÷òî äëÿ øàðà è êóáà êîíñòàíòà L̃ = 2L·k(D,n)

µ(D) çàâèñèò îò D

êàê 1
d , ãäå d− äèàìåòð ìíîæåñòâà D. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
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äëÿ íåïîñòîÿííîãî ÌÎ D(·) êîíñòàíòà Ëèïøèöà L̃(x) = L̃(D(x)) → ∞, åñëè
d(x) = diamD(x) → 0 ïðè x → x0. Êàê îáåñïå÷èòü âûïîëíèìîñòü íåðàâåí-
ñòâà (7.14)? Ìîæíî òàê îïðåäåëèòü ÌÎ D(·) ∈ Ξ, ÷òîáû óâåëè÷åíèå L̃(x) ïðè
x → x0 ïðîèñõîäèëî ïðîïîðöèîíàëüíî óìåíüøåíèþ íîðìû ‖x − x0‖, ò.å., íà-
ïðèìåð, ïðè óìåíüøåíèè ‖x − x0‖ â äâà ðàçà âåëè÷èíà L̃(x) óâåëè÷èâàëàñü
áû òàêæå â äâà ðàçà. Äëÿ ýòîãî â ñëó÷àå, êîãäà ÌÎ D(·) èìååò ôîðìó øàðà
èëè êóáà, äèàìåòð d äîñòàòî÷íî óìåíüøàòü â äâà ðàçà. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü,
òàê êàê êîíñòàíòà Ëèïøèöà L̃ â (7.15) äëÿ ïîñòîÿííîãî ÌÎ D(·) ≡ D çàâèñèò
òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ D è íå çàâèñèò îò x.

Èç (7.14) è (7.15) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

‖ϕ′(x)− ϕ′(y)‖ ≤ L̂‖x̂(x)− y‖, (7.16)

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ x, y èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) ∈ Ξ.
Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (7.14) íå çàâèñèò îò âûáîðà ÌÎ D(·) ∈ Ξ, òî èç (7.16)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ′(·) ðàâíîìåðíî ïî D(·) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Âûâåäåì âàæíîå ñâîéñòâî ÌÎ Φf(·), êîòîðîå ñëåäóåò èç (7.16). Âîñïîëü-
çóåìñÿ ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ϕ(·) äëÿ ïîñòîÿííîãî ÌÎ D(·) ≡ D ([66]). Òàê
êàê x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·), òî íàéäåòñÿ òî÷êà x, ãäå ϕ′(x) = 0

è x0 ∈ x + D. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ′(·) äëÿ ïîñòîÿííîãî ÌÎ D

äëÿ ε = ε(D) > 0, êîòîðîå ìîæåò áûòü êàê óãîäíî ìàëûì â çàâèñèìîñòè îò
ïàðàìåòðîâ ìíîæåñòâà D, ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

‖ϕ′(z)‖ < ε ∀z ∈ Bn
δ(ε)(x0), (7.17)

ãäå Bn
δ(ε)(x0) = {z ∈ Rn | ‖z − x0‖ < δ(ε)}. Äëÿ íåïîñòîÿííîãî ÌÎ D(·), óäî-

âëåòâîðÿþùåãî òðåáîâàíèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì ðàíåå, è äîïîëíèòåëüíîìó
óñëîâèþ (7.14), íåðàâåíñòâî (7.17) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ z, ïðèíàäëå-
æàùèõ äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ
D(·). Òàê êàê d(D(x)) → 0 ïðè x → x0, òî ε− ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî ìàëûì.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Φf(x0) = {0}. Èòàê, äîêàçàíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 7.2.3. Åñëè ÌÎ D(·) ∈ Ξ è óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëî-
âèþ (7.14) ðàâíîñòåïåííîé ëèïøèöåâîñòè, òî äëÿ x0− òî÷êè ìèíèìóìà
ôóíêöèè f(·) âåðíî ðàâåíñòâî Φf(x0) = {0}.

Çàìå÷àíèå 7.2.2. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ðàâíîñòåïåííîé ëèïøèöåâîñòè
(7.14) ëåãêî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äëÿ ÌÎ D(·) ∈ Ξ, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ
ϕ(·) ëèïøèöåâà â îáëàñòÿõ ïîñòîÿíñòâà ÌÎ ñ êîíñòàíòîé 1

d(x), ãäå d(x)−
äèàìåòð ìíîæåñòâà D(x), ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ ÌÎ ñ îáðàçàìè âèäà øàð
èëè êóá. Äëÿ òàêîãî ÌÎ ñîãëàñíî îïðåäåëåííîìó ìíîæåñòâó Ξ äëÿ ëþáîãî x

âåðíî íåðàâåíñòâî
‖x− x0‖

d(x)
≤ 1.

Òàêæå íåòðóäíî ïîñòðîèòü ÌÎ èç Ξ ñ îáðàçàìè âèäà øàð èëè êóá, äëÿ êî-
òîðîãî

lim
x→x0

‖x− x0‖
d(x)

= 0.

Íî òîãäà óñëîâèå ðàâíîñòåïåííîé ëèïøèöåâîñòè (7.14) àâòîìàòè÷åñêè âû-
ïîëíÿåòñÿ.

7.3 Ïîñòðîåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ψ(·) : Rn → R

ψ(x) =
1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ(x + y)dy,

ãäå ϕ(·) îïðåäåëåíà âûøå äëÿ ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Ôóíêöèÿ ψ(·) çàâèñèò îò âûáðàí-
íîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ.

Åñëè ÌÎ D(·) ïîñòîÿííî, òî, êàê äîêàçàíî â [67], ψ(·)− äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Íàøà öåëü − îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî îáîáùåí-
íûõ ìàòðèö äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè
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f(·)− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îáîáùåííûå ìàòðèöû ñîâïà-
äàëè áû ñ ìàòðèöåé âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0

òàêæå, êàê ýòî áûëî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0, êîãäà
îáîáùåííûå ãðàäèåíòû ñîâïàäàëè ñ ïðîèçâîäíîé f ′(x0).

Îïðåäåëèì, êàê è ðàíåå, äëÿ ÌÎ D(·) ∈ Ξ ìíîæåñòâî

∂ψD(x0) = co {v ∈ Rn | v = lim
xi→x0

ψ′(xi)},
ãäå òî÷êè xi áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·). Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì ëåììû 7.2.1 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ∂ψD(x0)− âûïóêëîå êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî.

Ââåäåì ÌÎ Ψf(·) : Rn → 2R
n ñ îáðàçàìè

Ψf(x0) = co
⋃

D(·)
∂ψD(x0),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàííîé íè-
æå òåîðåìû, ìíîæåñòâî Ψf(x0) òàêæå ìîæåò íàçûâàòüñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîì
ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0.

Àíàëîãè÷íî ëåììå 7.2.2 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Ψf(x0)− âûïóêëîå êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ Df(x0).

Òåîðåìà 7.3.1. Âåðíî ðàâåíñòâî

Ψf(x0) = Df(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà áóäåò àíàëîãè÷åí ìåòîäó äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 7.2.2 ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî îí áóäåò ïðîâîäèòüñÿ â äâà ýòàïà.
Ìíîæåñòâî ∂ψD(x0) ñîñòîèò èç ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé âåêòîðîâ, ðàâíûõ âû-
ïóêëîé îáîëî÷êå ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè ϕ(·) â òî÷êàõ z ìíîæåñòâà x + D(x),
ãäå x áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·), êîãäà x → x0. Íî ãðàäèåíò
ôóíêöèè ϕ(·) â ëþáîé èç ýòèõ òî÷åê z ∈ x + D(x) ðàâåí âûïóêëîé îáîëî÷êå
ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) â òî÷êàõ ìíîæåñòâà x + 2D(x), ãäå ýòè ãðàäèåíòû
ñóùåñòâóþò, è x áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·). Èçâåñòíî, ÷òî âû-
ïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ îò âûïóêëîé îáîëî÷êè − ñíîâà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
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òåõ æå âåêòîðîâ. Ïîýòîìó âåêòîðû ìíîæåñòâà ∂ψD(x0) åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷-
êà ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) â òî÷êàõ ìíîæåñòâà x+2D(x), ãäå ýòè ãðàäèåíòû
ñóùåñòâóþò, è x áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) ïðè x → x0. Ðàíåå
ìû äîêàçàëè òåîðåìó 7.2.2, îñíîâûâàÿñü íà ôàêòå, ÷òî ãðàäèåíòû ôóíêöèè
ϕ(·) ðàâíû âûïóêëîé îáîëî÷êå ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·) â òî÷êàõ ìíîæåñòâà
z ∈ x+D(x), ãäå ýòè ãðàäèåíòû ñóùåñòâóþò. Òàì æå áûëî äîêàçàíî ðàâåíñòâî
Φf(x0) = Df(x0). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ψ(·) â òî÷êå x åñòü âû-
ïóêëàÿ îáîëî÷êà ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè f(·), âû÷èñëåííûõ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà
x + 2D(x) òàì, ãäå îíè ñóùåñòâóþò, òî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 7.2.2,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî Ψf(x0) = Df(x0). Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ψ(·) âåðíî íåðàâåíñòâî àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâó
(7.15), ò.å. äëÿ ïîñòîÿííîãî ÌÎ D(·) ≡ D

‖ψ′(x)− ψ′(y)‖ ≤ 2L · k(D,n)

µ(D)
‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn,

êîòîðîå íåòðóäíî ïîëó÷èòü âçÿòèåì èíòåãðàëà Ñòåêëîâà îò îáåèõ ÷àñòåé íåðà-
âåíñòâà (7.15). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn èìååì

‖ψ′(x1)− ψ′(2)‖ =
1

µ(D)
‖

∫

D

(ϕ′(x1 + y)− ϕ′(x2 + y))dy ‖ ≤

≤ 1

µ(D)

∫

D

‖(ϕ′(x1+y)−ϕ′(x2+y))‖dy ≤ 1

µ(D)

[
2L · k(D, n)

µ(D)

∫

D

‖x1 − x2‖dy

]
=

=
2L · k(D, n)

µ(D)2 µ(D)‖x1 − x2‖ =
2L · k(D, n)

µ(D)
‖x1 − x2‖.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ÌÎ D(·) ∈ Ξ, è äîïîëíèòåëüíîãî
óñëîâèÿ ðàâíîñòåïåííîé ëèïøèöåâîñòè, ïîäîáíîãî óñëîâèþ (7.14), ò.å.

L̃2i+1‖x− x0‖ ≤ L̃‖x̃(x)− x0‖, (7.18)

ãäå L̃2i+1− êîíñòàíòà Ëèïøèöà ôóíêöèè ψ′(·) â îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·):
D(·) : ε2i+1 < ‖x − x0‖ < ε2i , x̃(·)− íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò x

ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, x̃(x) → x0 ïðè x → x0, L̃− íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, âåðíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 7.3.2. Åñëè ÌÎ D(·) ∈ Ξ è óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëî-
âèþ ðàâíîñòåïåííîé ëèïøèöåâîñòè (7.18), òî äëÿ x0− òî÷êè ìèíèìóìà
ôóíêöèè f(·) âåðíî ðàâåíñòâî Ψf(x0) = {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.3.2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
7.2.3.

Çàìå÷àíèå 7.3.1. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèþ (7.18) íåòðóäíî óäîâëåòâîðèò.
Êàê ýòî ñäåëàòü, ãîâîðèëîñü ïðè îáñóæäåíèè íåðàâåíñòâà (7.14).

Ñëåäóþùèé øàã − ýòî îïðåäåëåíèå îáîáùåííûõ ìàòðèö ôóíêöèè f(·) â òî÷êå
x0 è ñóáäèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà Ψ2f(x0), ñîñòîÿùèõ èç îáîáùåííûõ
ìàòðèö.

Ââåäåì ìíîæåñòâî ìàòðèö

∂2ψD(x0) = co {A ∈ Rn×n | A = lim
xi→x0

ψ′′(xi)},

ãäå òî÷êè xi ïðèíàäëåæàò îáëàñòÿì ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) ∈ Ξ.

Ëåììà 7.3.1. ∂2ψD(x0)− âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì çàìêíóòîñòü. Ïóñòü Ai ∈
∂2ψD(x0) è Ai → A äëÿ ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Äîêàæåì, ÷òî A ∈ ∂2ψD(x0). Ðàññìîò-
ðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ik} ⊂ {i} òàêóþ, ÷òî äëÿ j ∈ {ik} è äëÿ òî÷åê
{xj} èç îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·), êîòîðûå îïðåäåëÿþò Aj, áûëî áû âåðíî
íåðàâåíñòâî

‖ 1

µ(D(xj))

∫

D(xj)
ϕ′′(xj + y)dy − A‖ ≤ εj,

ãäå εj −→
j

+0. Äëÿ ÌÎ D(·) â òî÷êàõ xj èç îáëàñòåé åãî ïîñòîÿíñòâà áóäåò âåðíî

lim
xj→x0

ψ′′(xj) = lim
xj→x0

1

µ(D(xj))

∫

D(xj)
ϕ′′(xj + y)dy = A,

ò.å. A ∈ ∂2ψD(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ∂2ψD(x0)− çàìêíóòîå. Ëåììà
äîêàçàíà. ¤
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Îïðåäåëèì ÌÎ Ψ2f(·) : Rn → 2R
n×n ñ îáðàçàìè

Ψ2f(x0) = co
⋃

D(·)
∂2ψD(x0),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Ìíîæåñòâî Ψ2f(x0) íàçîâåì
ñóáäèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0.

Äîêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà.

Ëåììà 7.3.2. Ìíîæåñòâî Ψ2f(x0)− âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïóêëîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì çàìêíóòîñòü. Äîêàçàòåëü-
ñòâî áóäåì ïðîâîäèòü òåì æå ïóòåì, êàêèì äîêàçûâàëîñü çàìêíóòîñòü â ëåììå
7.2.2.

Ïóñòü Ai ∈ ∂2ψDi
(x0) è Ai → A äëÿ ÌÎ Di(·) ∈ Ξ. Äîêàæåì, ÷òî A ∈

Ψ2f(x0). Ñîñòàâèì èç ÌÎ Di(·) íîâîå ÌÎ D(·), ïðèíàäëåæàùåå îïðåäåëåííîìó
ñåìåéñòâó ÌÎ Ξ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ik} ⊂ {i} òàêóþ, ÷òî äëÿ j ∈ {ik} è äëÿ òî÷åê {xj}, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèöå
Aj, â íåêîòîðûõ èõ îêðåñòíîñòÿõ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ Dj(·) áûëî áû
âåðíî ðàâåíñòâî D(xj) = Dj(xj), à òàêæå íåðàâåíñòâî

‖ 1

µ(Dj(xj))

∫

Dj(xj)
ϕ′′(xj + y)dy − A‖ ≤ εj,

ãäå εj −→
j

+0. Äëÿ ïîñòðîåííîãî ÌÎ D(·) â òî÷êàõ xj èç îáëàñòåé åãî ïîñòîÿí-
ñòâà áóäåò âåðíî

lim
xj→x0

ψ′′(xj) = lim
xj→x0

1

µ(D(xj))

∫

D(xj)
ϕ′′(xj + y)dy = A,

ò.å. A ∈ Ψ2f(x0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ψ2f(x0)− çàìêíóòîå. Ëåììà
äîêàçàíà.¤

Çàìå÷àíèå 7.3.2. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà ∂2ψD(x0) è Ψ2f(x0) áåç äîïîë-
íèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íàñ÷åò ôóíêöèè f(·) ìîãóò îêàçàòüñÿ íåîãðàíè-
÷åííûìè.
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Èçó÷èì ñëó÷àé, êîãäà f(·)− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, ò.å. âåðíî
ðàçëîæåíèå

f(x0 + ∆x) = f(x0) + (f ′(x0), ∆x) +
1

2
(f ′′(x0)∆x, ∆x) + o(‖∆x‖2),

ãäå o(‖∆x‖2)/‖∆x‖2 → 0 ïðè ∆x → 0. Ïîñìîòðèì, ÷åìó ðàâíî ìíîæåñòâî
Ψ2f(x0) â ýòîì ñëó÷àå.

Çàïèøåì, ÷åìó ðàâíà ôóíêöèÿ ϕ(·). Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû f ′′(x0)
áóäåì èìåòü:

ϕ(x0 +4x) = f(x0) + (f ′(x0),4x) +
1
2
(f ′′(x0)∆x,∆x)+

+
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

(f ′(x0), y)dy +
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

(f ′′(x0)∆x, y)dy+

+
1

2µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

(f ′′(x0)y, y)dy +
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

o(‖4x + y‖2)dy.

Îáîçíà÷èì

Θ(∆x) =
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

(f ′(x0), y)dy +
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

(f ′′(x0)∆x, y)dy+

+
1

2µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

(f ′′(x0)y, y)dy.

Î÷åâèäíî, ÷òî Θ(·)− ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïî ∆x, êîãäà x + ∆x ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·). Ôóíêöèÿ ϕ(·) â ýòèõ îáëàñòÿõ èìååò âèä:

ϕ(x0 +4x) = f(x0) + (f ′(x0),4x) +
1

2
(f ′′(x0)∆x, ∆x)+

+Θ(∆x) +
1

µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)

o(‖4x + y‖2)dy.

Ôóíêöèÿ ψ(·) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ψ(x0+4x) = f(x0)+(f ′(x0),4x)+
1

2
(f ′′(x0)∆x, ∆x)+Θ̃(∆x)+

1

µ(D(x0 +4x))
×

×
∫

D(x0+4x)


 1

µ(D(x0 +4x + z))

∫

D(x0+4x+z)

o(‖4x + y + z‖2)dy


 dz, (7.19)
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ãäå Θ̃(·)− òàêæå ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïî ∆x, êîãäà x+∆x èç îáëàñòè ïîñòîÿíñòâà
ÌÎ D(·).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÌÎ D(·) ∈ Ξ

1
µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)


 1

µ(D(x0 +4x + z))

∫

D(x0+4x+z)

o(‖4x + y + z‖2)dy


 dz = õ(‖4x‖2),

ãäå õ(‖4x‖2)/‖4x‖2 → 0 ïðè ‖4x‖ → 0.
Òàê êàê ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ÌÎ D(·) ∈ Ξ : ‖y‖ ≤ k‖∆x + z‖ è o(‖∆x + z +

y‖2) ≤ γ‖∆x + z + y‖2, ãäå γ = γ(‖∆x + z + y‖) → 0, êîãäà ‖∆x + z + y‖ → 0,
òî

o(‖∆x + z + y‖2) ≤ 2γ(‖∆x + z‖2 + ‖y‖2) ≤ 2γ(‖∆x + z‖2 + k2‖∆x + z‖2) =

= 2γ(1 + k2)‖∆x + z‖2.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì 2ab ≤ a2 + b2, îòêóäà

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab ≤ 2(a2 + b2).

Òàê êàê îïÿòü ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ÌÎ D(·) ∈ Ξ èìååì ìåñòî íåðàâåíñòâî
‖z‖ ≤ k‖∆x‖, òî

o(‖∆x + z + y‖2) ≤ 4γ(1 + k2)(‖∆x‖2 + ‖z‖2) ≤ 4γ(1 + k2)2‖∆x‖2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1
µ(D(x0 +4x))

∫

D(x0+4x)


 1

µ(D(x0 +4x + z))

∫

D(x0+4x+z)

o(‖4x + y + z‖2)dy


 dz ≤

≤ γ(1 + k2)2‖∆x‖2 = õ(‖4x‖2),

ò. å. õ(‖4x‖2)/‖4x‖2 → 0 ïðè ∆x → 0, ïîñêîëüêó γ → 0 ïðè ∆x → 0.
Èç ôîðìóëû (7.19) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

f(·) â òî÷êå x0 â îáëàñòÿõ ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) äëÿ x 6= x0 âåðíî ðàâåíñòâî

ψ′′(x) = f ′′(x0) + õ′′(‖x− x0‖2). (7.20)
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Ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî ìàëûõ âòîðîãî ïîðÿäêà õ(·) èìååò ðàâíûå íóëþ
ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0. Ïîêàæåì, ÷òî õ(·)− äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî õ′(4x) → 0

è õ′′(‖4x‖2) → 0 ïðè 4x → 0.
Äîêàæåì, ÷òî ψ(·)− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ äëÿ x 6= x0, åñëè

ãðàíèöà ìíîæåñòâà D(x) çàäàåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè
îò x.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàíåå ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè. Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî
ϕ′(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî
ôîðìóëàì (7.14) è (7.15) îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îò f(·), f ′(·) ïî ìíî-
æåñòâó D(x) è îò ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé ïî x, çàäàþùèõ ãðàíèöó ìíîæåñòâà
D(x), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïî óñëîâèþ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè. Îò-
ñþäà è èç ðàáîò [66], [67] ñëåäóåò, ÷òî ϕ′(·)− ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè
S\Bn

δ (x0),ãäå δ− ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. à ñëåäîâàòåëüíî,
îíà ÏÂ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà S\Bn

δ (x0).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ψ̃(x) =

∫

D(x)

ϕ(x + y)dy.

Êàê è ðàíåå ïðè âûâîäå ôîðìóëû äëÿ .ϕ̃′(·) (ñì. (7.6)) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ψ̃′(x) =

∫

D(x)

ϕ′(x + y)dy + ÷ëåíû, ãäå ïðèñóòñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ(·),

èíòåãðàëû îò íåå, à òàêæå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ïî x, çàäàþùèõ ãðàíèöó
ìíîæåñòâà D(x).

Ïîýòîìó

ψ̃′′(x) =

∫

D(x)

ϕ′′(x + y)dy + ÷ëåíû, ãäå ïðèñóòñòâóþò ôóíêöèè ϕ(·) , ϕ′(·)

è èíòåãðàëû îò íèõ, à òàêæå ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ïî x,
çàäàþùèõ ãðàíèöó ìíîæåñòâà D(x).
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Âñå ÷ëåíû â ôîðìóëå äëÿ ψ̃′′(·)− íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, à ïîýòîìó ψ̃′′(·)−
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèè îò x, çàäàþùèå
ãðàíèöó ìíîæåñòâà D(x), µ(D(x))− äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç âûøå íàïèñàííîãî, åñëè ïîëîæèòü ϕ(·) ≡ 1,
ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ψ̃(x) = µ(D(x)). Ïîýòîìó ψ(·), êàê ïðîèçâåäåíèå
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé åñòü òàêæå äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Θ̃(·) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû îò äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïî 4x, òî Θ̃(·)− äâàæäû íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Èç ôîðìóëû (7.19) ñëåäóåò, ÷òî õ(·) òàê-
æå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, õ′(4x) → 0 è
õ′′(‖4x‖2) → 0 ïðè 4x → 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Èç (7.20) ñëåäóåò,
÷òî ψ′′(x0 +4x) → f ′′(x0), êîãäà x +4x ïðèíàäëåæàò îáëàñòÿì ïîñòîÿíñòâà
ÌÎ D(·) è 4x → 0. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.3.3. Åñëè f(·)− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0, òî

Ψ2f(x0) = {f ′′(x0)}.

7.4 Ïðèìåíåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ â
îïòèìèçàöèè

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ìîæíî çàïèñàòü ïî-ðàçíîìó. Çàïèøåì è äî-
êàæåì îäíî èç íèõ.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn − âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
x0 ∈ Ω îïðåäåëèì êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé

K(x0, Ω) = {g ∈ Rn | ∃β0 > 0,∃r(x0, α, g) = x0 + αg + o(α) ∈ η(x0),

o(α)/α →α→+0 +0, r(x0, α, g) ∈ Ω ∀α ∈ [0, β0]}.
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Îáðàçóåì ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ âåêòîðîâ

A(x0) = co {v(g) ∈ Rn | ∃{αk}, αk →k +0,∃g ∈ K(x0, Ω),∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0) :

v(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ},

ãäå r(x0.α, g) ∈ Ω äëÿ ìàëûõ α.

Â ãëàâå 1 áûëè ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ôóíêöèè
f(·) â òî÷êå x∗ íà ìíîæåñòâå Ω, èñïîëüçóþùèå ìíîæåñòâà Df(x∗), A(x∗) è
êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé K(x∗, Ω).

×àñòî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ A ⊂ B. Íåðåäêè ñëó÷àè, êîãäà ïðè ñòðîãîì âêëþ÷åíèè
A ⊂ intB íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàíîâÿòñÿ äîñòàòî÷íûìè.

Äëÿ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(·), íàïðèìåð, äëÿ ïðîèçâîëüíîé
êîìáèíàöèè îïåðàöèé max è min îò êîíå÷íîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì êîòîðîé ïðåäñòàâèìà â âèäå [17]

∂f(x0)

∂g
= max

v∈∂f(x0)
(v, g) + min

w∈∂f(x0)
(w, g) ∀g ∈ Rn,

ãäå ∂f(x0), ∂f(x0)− âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ìèíèìóìà â Rn â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå −∂f(x0) ⊂ ∂f(x0), à íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì ìàêñèìóìà − âêëþ÷åíèå −∂f(x0) ⊂ ∂f(x0). Ïðè ñòðîãîì
âêëþ÷åíèè âî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâ ýòè óñëîâèÿ ñòàíîâÿòñÿ óæå äîñòàòî÷-
íûìè. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè 0 ∈ ∂CLf(x0), ãäå ∂CLf(x0)− ñóáäèôôåðåíöèàë
Êëàðêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì
äàæå ïðè ñòðîãîì âêëþ÷åíèè 0 ∈ int ∂CLf(x0), â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïî-
ñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Â ðàáîòå [55] äàåòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ãëàâíûõ íèæíèõ âûïóêëûõ àï-
ïðîêñèìàöèé (ÃÍÂÀ) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè, à òàêæå ôîð-
ìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ÷åðåç ñóáäèôôåðåíöèàëû
ÃÍÂÀ, êîòîðûå áóäóò ìèíèìàëüíûìè íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ïî âêëþ÷å-
íèþ.
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Ïóñòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 çàïèñà-
íû â âèäå A ⊂ B äëÿ íåêîòîðûõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ A,B ⊂ Rn,
à òàêæå A ⊂ intB åñòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â òî÷êå x0. Åñëè
æå A ⊂ B âåðíî, íî A è B èìåþò íà ãðàíèöàõ îáùèå òî÷êè v, îáðàçóþùèå
ìíîæåñòâî Υ, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî G ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì íà-
ïðàâëåíèé g ∈ Sn−1

1 (0), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëÿìè ê ãðàíèöàì ìíîæåñòâ A

è B â òî÷êàõ v ∈ Υ, ãäå Sn−1
1 (0) = {v ∈ Rn | ‖v‖ = 1}− åäèíè÷íàÿ ñôåðà,

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Sn−1
1 (0) èëè íèæíþþ ïðîèç-

âîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ g ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0, êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ
èìååò âèä

∂↓f(x0)

∂g
= lim αk→+0

f(x0 + αkg)− f(x0)

αk
= max

v∈B
(v, g)−max

w∈A
(w, g).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà â òî÷êå x0 çàïèñûâàåòñÿ â çíàêîìîì íàì âèäå
A ⊂ B. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî G åñòü îáúåäèíåíèå ïî âñåì òî÷êàì v ∈ Υ

ïåðåñå÷åíèé íîðìàëüíûõ êîíóñîâ ê ìíîæåñòâàì A è B, ïîñòðîåííûõ â òî÷êàõ
v ∈ Υ, è åäèíè÷íîé ñôåðû Sn−1

1 (0).
Ìíîæåñòâî G ìîæíî ïîêðûòü êîíóñàìè K(v), v ∈ Υ, ñ îáùåé âåðøèíîé â

òî÷êå 0, ò.å. G ⊂ ⋃
v∈Υ

K(v). Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ψ(·) äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé çíà÷åíèé ôóíêöèè f(·) íà ìíîæåñòâàõ D(x),
òî ôóíêöèè ψ(·), ïîñòðîåííûå äëÿ ÌÎ D(·) ∈ Ξ, îïðåäåëÿåìûõ äàëåå â äîñòà-
òî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 âäîëü ïîäîçðèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ g ∈ G,
áóäóò âåñòè ñåáÿ òàêæå, êàê è ñàìà ôóíêöèÿ f(·) âäîëü íàïðàâëåíèÿ g. Òî åñòü,
åñëè f(x0 + αg) > f(x0) äëÿ ìàëûõ α > 0, òî è íåêîòîðûå èç ôóíêöèé ψ(·)
òàêæå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ψ(x0 + αg) > ψ(x0), åñëè ψ(·) ñòðîÿòñÿ äëÿ
ÌÎ D(·) ∈ Ξ, êîòîðûå êàê ìîæíî "òî÷íåå" äëÿ ëþáîãî x = x0 + αq, α ∈ R+,
ïîêðûâàþò ìíîæåñòâà D(x)∩Γg, ãäå Γg− íåêîòîðûé êîíóñ ñ ìàëûì óãëîì ïðè
åãî âåðøèíå â òî÷êå 0, äëÿ êîòîðîãî g ∈ int Γg, q ∈ Γg. Âñå ñêàçàííîå âûøå
âåðíî òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äëÿ ìàëûõ α > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f(x0 + αg) < f(x0).

Èç ðàçëîæåíèÿ (7.3) äëÿ ∆x = αg ñëåäóåò, ÷òî åñëè g− ïîäîçðèòåëüíîå íà
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ýêñòðåìóì íàïðàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè f(·), òî g− ïîäîçðèòåëüíîå íà ýêñòðåìóì
íàïðàâëåíèå äëÿ ôóíêöèè ψ(·). Îäíèì èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè
ìîæåò áûòü ñëåäóþùåå óñëîâèå.

Òåîðåìà 7.4.1. Åñëè â òî÷êå x0 âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìó-
ìà è äëÿ âñåõ ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì íàïðàâëåíèé g ∈ G ñóùåñòâóåò
β(g) > 0, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

(Ag, g) ≥ β(g)‖g‖2 ∀A ∈ Ψ2f(x0),

òî x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·).

Òåîðåìà 7.4.1 òðåáóåò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âñåõ A ∈ Ψ2f(x0).
Ýòî äîñòàòî÷íî îáðåìåíèòåëüíîå óñëîâèå. Íà ñàìîì äåëå íàäî ïîòðåáîâàòü
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íå âñåõ ìàòðèö A ∈ Ψ2f(x0), à òîëüêî A ∈
∂2ψDf(x0) äëÿ òåõ ÌÎ D(·) ∈ Ξ, êîòîðûå êàê ìîæíî "òî÷íåå" ïîêðûâàþò
ìíîæåñòâà D(x)∩K(v), v ∈ Υ, äëÿ âñåõ òî÷åê x = x0 + αq, α ∈ R+, q ∈ K(v).
Ïîíÿòèå "òî÷íîñòè" ñâÿçàíî ñ áîëüøåé èëè ìåíüøåé îáðåìåíèòåëüíîñòüþ òðå-
áîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìóëèðîâêå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ÌÎ D(·) ∈ Ξ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñêàçàííîìó
âûøå, ÷åðåç = ⊂ Ξ. Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äðóãîå, ìåíåå îáðåìåíè-
òåëüíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.4.2. Åñëè â òî÷êå x0 âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìó-
ìà è äëÿ âñåõ ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì íàïðàâëåíèé g ∈ G ñóùåñòâóåò
β(g) > 0, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

(Ag, g) ≥ β(g)‖g‖2 ∀A ∈ ∂2ψD(x0) ∀D(·) ∈ =,

òî x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·).

Äîñòàòî÷íîñòü òðåáîâàíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî.
Åñëè äîñòàòî÷íîñòü íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ôóíêöèÿ f(·) êîëåáëåòñÿ îêîëî

óðîâíÿ f(x0) äëÿ x = x0 + αg, α > 0, äëÿ x ∈ Sδ(x0) = {z ∈ Rn | ‖z − z0‖ < δ}
äëÿ ìàëîãî δ > 0, à ïîýòîìó åå ïðîèçâîäíûå â ýòèõ òî÷êàõ ìåíÿþò çíàê.
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Äëÿ òåõ ôóíêöèé ψD(x0) è òåõ ÌÎ D(·), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî Òåîðåìû 7.4.1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(ψ′′D(x)g, g) ≥ β(g)

2
‖g‖2

äëÿ x ∈ Sδ(x0) èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·). Íî èç íàïèñàííîãî íåðàâåí-
ñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ (ψ′D(x), g) äëÿ x = x0 +αg, α >

0, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî α > 0, ÷òî íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, òàê êàê ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè f(·) ïî íàïðàâëåíèþ g äëÿ x = x0 + αg, α > 0, òàì, ãäå îíè
ñóùåñòâóþò, ìåíÿþò çíàê.

Äëÿ íàïèñàíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f(·) â íåêîòîðîé òî÷êå äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âñå òî÷êè ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f(·) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà ôóíêöèè −f(·).

7.5 Èñ÷èñëåíèå äëÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿä-
êîâ

Ïóñòü f1, f2 : Rn → R− ëèïøèöåâûå ôóíêöèè. Îïðåäåëèì f(·) = f1(·) +

f2(·). Äëÿ ôóíêöèé f(·), f1(·), f2(·) îïðåäåëèì ϕ(·), ϕ1(·), ϕ2(·) ïî ôîðìóëàì,
ïðèâåäåííûì âûøå.

Òåîðåìà 7.5.1. Äëÿ f(·) = f1(·) + f2(·) è äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ âåðíî
ðàâåíñòâî è âêëþ÷åíèå

∂ϕD(x0) = ∂ϕ1D(x0) + ∂ϕ2D(x0), (7.21)

Φf(x0) ⊂ Φf1(x0) + Φf2(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî âñåõ òî÷êàõ z äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé f1, f2 âåð-
íî ðàâåíñòâî f ′(z) = f ′1(z) + f ′2(z). Ïîýòîìó

1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′(x+y)dy =

1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′1(x+y)dy+

1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′2(x+y)dy.
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Îòñþäà ïîëó÷èì (7.21). Ïîýòîìó

Φf(x0) = co
⋃

D(·)
∂ϕD(x0) ⊂ co

⋃

D(·)
∂ϕ1D(x0)+co

⋃

D(·)
∂ϕ2D(x0) ⊂ Φf1(x0)+Φf2(x0).

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
Ïóñòü òåïåðü f(·) = f1(·)f2(·).

Òåîðåìà 7.5.2. Äëÿ f(·) = f1(·)f2(·) è äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ âåðíî ðàâåí-
ñòâî è âêëþ÷åíèå âåðíî âêëþ÷åíè

∂ϕD(x0) = ∂ϕ1D(x0)f2(x0) + ∂ϕ2D(x0)f1(x0),

Φf(x0) ⊂ Φf1(x0)f2(x0) + Φf2(x0)f1(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé f1, f2 âåð-
íî ðàâåíñòâî f ′(z) = f ′1(z)f2(z)+f ′2(z)f1(z). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ

âåðíî ðàâåíñòâî
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′(x + y)dy =

1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′1(x + y)f2(x + y)dy+

+
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′2(x + y)f1(x + y)dy =

1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′1(x + y)f2(x0)dy+

+
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′1(x+y)(f2(x+y)−f2(x0))dy+

1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′2(x+y)f1(x0)dy+

+
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′2(x + y)(f1(x + y)− f1(x0))dy. (7.22)

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé f1, f2 è îãðàíè÷åííîñòè ãðàäèåíòîâ f ′1, f
′
2 áóäåì

èìåòü ïðè x → x0:

∂ϕD(x0) = lim
x→x0

[
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′1(x + y)dy

]
f2(x0)+

+ lim
x→x0

[
1

µ(D(x))

∫

D(x)
f ′2(x + y)dy

]
f1(x0) = ∂ϕ1D(x0)f2(x0) + ∂ϕ2D(x0)f1(x0).

(7.23)
Ïîñêîëüêó (7.23) âåðíî äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·), òî, âçÿâ îáúåäèíåíèå ïî âñåì
D(·) ∈ Ξ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (7.23), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.¤
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Ñëåäñòâèå 7.5.1. Äëÿ ôóíêöèè ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f(·) = kf1(·), ãäå k−
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, âåðíî ðàâåíñòâî

Φf(x0) = kΦf1(x0).

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Ïóñòü f(·) = f1(·) + f2(·), äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ïîñòðî-
èì ôóíêöèè ϕ(·), ϕ1(·), ϕ2(·). Äëÿ ëþáîé òî÷êè z, ãäå ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
ϕ′′(·), ϕ′′1(·), ϕ′′2(·), è ëþáîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ áóäåì èìåòü

1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′(x+y)dy =

1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′1(x+y)dy+

1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′2(x+y)dy.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè x → x0, ïîëó÷èì

∂2ψD(x0) = ∂2ψ1D(x0) + ∂2ψ2D(x0), (7.24)

ãäå ∂ψ2
1D(·), ∂ψ2

2D(·) ïîñòðîåíû äëÿ ϕ1(·), ϕ2(·) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó
(7.24) âåðíî äëÿ ëþáîãî ÌÎ D(·), òî, âçÿâ îáúåäèíåíèå ïî âñåì D(·) ∈ Ξ

îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (7.24), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.5.3. Äëÿ f(·) = f1(·) + f2(·) è ëþáîé òî÷êè x0 âåðíî ðàâåíñòâî
(7.24) è âêëþ÷åíèå

Ψ2f(x0) ⊂ Ψ2f1(x0) + Ψ2f2(x0).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà f(·) = f1(·)f2(·). Äëÿ ñðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé èìååì

f ′′(x) = f ′′1 (x)f2(x) + f ′′2 (x)f1(x) + (f ′1(x))Tf ′2(x) + (f ′2(x))Tf ′1(x).

Çäåñü (f ′1(x))T , (f ′2(x))T− âåêòîð-ñòîëáöû, ïîëó÷àåìûå èç âåêòîð-ñòðîê
f ′1(x), f ′2(x) òðàíñïîíèðîâàíèåì.

Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ψ2f1(x0) è Ψ2f2(x0) − îãðà-
íè÷åííûå ìíîæåñòâà.
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x, à ïîòîì âîçüìåì èíòåãðàë Ñòåêëîâà îò îáåèõ
÷àñòåé (7.22) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Ïîëó÷èì â èòîãå ïðè x → x0

lim
x→x0

1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′(x + y)dy = lim

x→x0

[
1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′1(x + y)dy

]
f2(x0)+

+ lim
x→x0

[
1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′2(x + y)dy

]
f1(x0)+

+ lim
x→x0

[
1

µ(D(x))

∫

D(x)
(f ′1(x + y))Tf ′2(x + y)dy

]
+

+ lim
x→x0

[
1

µ(D(x))

∫

D(x)
(f ′2(x + y))Tf ′1(x + y)dy

]
+

+ ÷ëåíû ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè x → x0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîïóùåííûå ÷ëåíû íå ïðåâîñõîäÿò

lim
x→x0

[
‖ 1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′1(x + y)dy‖

]
ε1(x),

è
lim
x→x0

[
‖ 1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ′′2(x + y)dy‖

]
ε2(x),

ãäå
εk(x) = max

y∈D(x)
| fk(x + y)− fk(x0) |, k = 1, 2.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðåäåëû âåëè÷èí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îãðàíè÷åíû. Ïî-
ýòîìó ïðè x → x0 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ, à çíà÷èò ðàâíû íóëþ
ïðîïóùåííûå ÷ëåíû ïðè x → x0. Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé áóäåì èìåòü

∂2ψD(x0) = (∂2ψ1D(x0))f2(x0)+(∂2ψ2D(x0))f2(x0)+ψ2
12,D(x0)+ψ2

21,D(x0), (7.25)

ãäå
ψ2

12,D(x0) = {A ∈ Rn×n | ∃{xi}, A =

= lim
xi→x0

[
1

µ(D(xi))

∫

D(xi)
(f ′1(xi + y))Tf ′2(xi + y)dy

]
},

ψ2
21,D(x0) = {A ∈ Rn×n | ∃{xi}, A =
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= lim
xi→x0

[
1

µ(D(xi))

∫

D(xi)
(f ′2(xi + y))Tf ′1(xi + y)dy

]
},

òî÷êè xi, êàê è ðàíåå, áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·). Â èòîãå ñïðà-
âåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.5.4. Äëÿ f(·) = f1(·)f2(·) è è ëþáîãî ÌÎ D(·) ∈ Ξ ïðè óñëî-
âèè îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâ Ψ2f1(x0) è Ψ2f2(x0) âåðíî ðàâåíñòâî (7.25) è
âêëþ÷åíèå

Ψ2f(x0) ⊂ (Ψ2f1(x0))f2(x0) + (Ψ2f2(x0))f1(x0) + Ψ2
12(x0) + Ψ2

21(x0),

ãäå
Ψ2

12(x0) =
⋃

D(·)∈Ξ

ψ2
12,D(x0), Ψ2

21(x0) =
⋃

D(·)∈Ξ

ψ2
21,D(x0).

Ïðèìåð 7.5.1. Ïóñòü f(x) =| x |, x ∈ R. Òîãäà Φf(0) = Df(0) = [−1, 1] =

∂CLf(0). Ôóíêöèè ψ(·) äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ ÌÎ D(·) ÿâëÿþò âûïóêëûìè,
ñîãëàñíî ðàíåå äîêàçàííîìó ñâîéñòâó ýòèõ ôóíêöèé. Ïðè óìåíüøåíèè äèà-
ìåòðà îáðàçîâ ÌÎ D(·) ôóíêöèè ψ(·), ψ′(·), ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå
ñòðåìÿòñÿ ê ôóíêöèÿì f(·), f ′(·). Ïîýòîìó âòîðûå ïðîèçâîäíûå ψ′′(x) ïðè
x → 0 è óìåíüøåíèè äèàìåòðà ìíîæåñòâ D(·) ñòðåìÿòñÿ ê +∞. Îòñþäà
Ψ2f(0) = {0, +∞}.

Ïðèìåð 7.5.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(·) : R → R ñ ãðàôîì, ðàñïîëîæåí-
íûì ìåæäó êðèâûìè y = x2 è y = −x2 è ñîñòîÿùèì èç îòðåçêîâ ñ òàíãåí-
ñàìè óãëîâ íàêëîíà ±1 è òî÷êîé ñãóùåíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà

Df(0) = {0}, Ψ2f(0) = [−2, 2].

Ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü îòñþäà, ÷òî òî÷êà 0 íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé òî÷-
êîé ôóíêöèè f(·).
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Ïðèëîæåíèå

1. Ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû íà ÿçûêå Ñ++ ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ãëàâå 4.
Îïèñàíèå ïðèìåðà äàíî â ïàðàãðàôå 4.3.2 ãëàâû 4.

Âû÷èñëåíèå ïðîâîäèëîñü äâóìÿ ñïîñîáàìè äëÿ ñðàâíåíèÿ. Â Òàáëèöå 1 ïðè-
âåäåíû ðàñ÷åòíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì, à â Òàáëèöå 2
ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèì èäåþ îâû-
ïóêëåíèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè îïòèìóìà, â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ îï-
òèìèçàöèîííûé ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè âû÷èñëåíèè îáðàòíîé ìàòðèöû
èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ä.Ê. Ôàääååâà.

U(1/4) U(1/2) U(3/4) U(1) α

0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.0998 0.0998 0.0997 0.0996 0.0998
0.0997 0.09883 0.08692 0.096935 0.097915

0.085195 0.090898 0.090895 0.087907 0.088384
0.066205 0.074268 0.076843 0.07625 0.071131
0.055347 0.06511 0.068711 0.068901 0.06017
0.045231 0.055723 0.06083 0.06229 0.0516
0.037 0.048 0.054 0.057 0.044
0.0336 0.0451 0.0517 0.0552 0.04055
0.0329 0.04426 0.0510 0.0546 0.03871
0.0327 0.044056 0.0508 0.0545 0.0377

Òàáëèöà 1. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä.
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U(1/4) U(1/2) U(3/4) U(1) α

1 1 1 1 1
0.722 0.734 0.768 0.816 0.248
0.515 0.543 0.604 0.685 0.035
0.311 0.355 0.442 0.551 0.009
0.108 0.168 0.280 0.414 0.005
-0.06 0.011 0.139 0.282 0.001
-0.04 -0.024 0.036 0.108 4.357E-5
-0.005 -0.012 0.028 -0.014 4.143E-5

Òàáëèöà 2. Ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà (ìåòîä Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à)
2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîèñêà ε(2D) îïòèìàëüíûõ òî÷åê

äëÿ ôóíêöèè f(x, y) = max {x2 + y2, 2x + y}, ãäå D− êðóã ðàäèóñà r = 0, 01.
x y
2,0 2,0
1,51 1,67
0,94 1,23
0,23 0,86
0,15 0,45
0,09 0,26
0,06 0,11
0,02 0,08
0,007 0,03
0,003 0,008
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