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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. XX-ûé âåê îçíàìåíîâàëñÿ ïðèìåíåíèåì
âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ âàæíåéøèõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷. Ë.Â. Êàí-
òîðîâè÷ âïåðâûå èçó÷èë çàäà÷ó ïëàíèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíûõ ïåðåâîçîê ãðóçîâ
(òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à), è áûëè ïîñòðîåíû àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ. Ïåðâûå çàäà÷è
òàêîãî ðîäà ñâîäèëèñü ê ïîèñêó ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè íà
ìíîæåñòâå, çàäàííîì â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ. Ïîçäíåå ñòàëè èçó÷àòü çàäà÷ó íàõî-
æäåíèÿ ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì âûïóêëîì
ìíîæåñòâå. Äàëåå ïåðåøëè ê îïòèìèçàöèè ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè.

Ðàçâèòèå òåõíèêè, ýêîíîìèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ðàç-
ðàáîòêè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ (íåäèôôåðåíöèðóåìûõ) èëè íåäîñòàòî÷íî
ãëàäêèõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ, íàïðèìåð, íåò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì.
Ïåðâûé ïðîãðåññ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ñäåëàí â ðàáîòàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë
Ìîñêâû, Ëåíèíãðàäà, Íîâîñèáèðñêà, Åêàòåðèíáóðãà, Êèåâà, Ìèíñêà. Ñëåäóåò óïî-
ìÿíóòü ðàáîòû Â. Â. Ãîðîõîâèêà, Â. Ô. Äåìüÿíîâà, È. È. Åðåìèíà, Þ. Ì. Åðìîëüåâà,
ß. È. Çàáîòèíà, À. Ä. Èîôôå, Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå, À. Ã. Êóñðàåâà, Â. Í. Ìàëîçåìîâà,
Á. Ø. Ìîðäóõîâè÷à, Å. À. Íóðìèíñêîãî, Á. Ò. Ïîëÿêà, Á. Í. Ïøåíè÷íîãî, À. Ì.
Ðóáèíîâà, Â. Ì. Òèõîìèðîâà, Í.Ç. Øîðà è äð.

Ñðåäè çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ, âíåñøèõ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå íåãëàäêîãî
àíàëèçà è ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè, áûëè R. Ò. Rockafellar, F.
Clarke, J.-P. Aubin, J.-P. Penot, E. Polak, J. Hiriart-Urruty, C. Lemarechal, B. Luderer,
D. Pallaschke, K. C. Kiwiel, A. Shapiro, F. Giannessi, L. Thibault, J. -J. Moreau, J.
Warga, R. Mi�in, J. Gwinner, J. V. Outrata, I. Ekeland.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôóíêöèé òåñíî ïðèìûêàåò ê çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ èçó÷åíè-
åì îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ðàçðàáîòàííîé Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì
è åãî ó÷åíèêàìè. Çäåñü íàäî îòìåòèòü ðàáîòû Â. Ã. Áîëòÿíñêîãî, Ô. Ï. Âàñèëüåâà,
Ð. Â. Ãàìêðåëèäçå, À. ß. Äóáîâèöêîãî, Þ. Ã. Åâòóøåíêî, Â. È. Çóáîâà, Í. Í. Êðà-
ñîâñêîãî, À. Á. Êóðæàíñêîãî, À. Ì. Ëåòîâà, À. À. Ìèëþòèíà, Å. Ô. Ìèùåíêî, Í.
Í. Ìîèñååâà, À. È. Ïðîïîÿ, À. Í. Òèõîíîâà, Ô. Ë. ×åðíîóñüêî è äð. Ñîâðåìåííûå
èññëåäîâàòåëè â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàñøèðèëè êëàññ îïòèìèçèðóåìûõ ôóíêöèé. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå ðàçíîñòüþ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Çäåñü óìåñò-
íî óïîìÿíóòü ðàáîòû Â. Ô. Äåìüÿíîâà, Ñ. È. Äóäîâà, Å. Ñ. Ïîëîâèíêèíà, Ë. Í.
Ïîëÿêîâîé.

Øèðîêîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè íà÷àëîñü òîãäà, êîãäà áûëè
ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îïòèìèçàöèè ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé ôóíêöèè. Áûëè ââåäåíû
îáîáùåííûå ãðàäèåíòû (ñóáãðàäèåíòû), âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîòîðûõ â êàæäîé òî÷êå
îáðàçóåò ñóáäèôôåðåíöèàë. ×èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé îñíî-
âûâàëèñü íà ïîèñêå íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Âïåðâûå òàêèå ìåòîäû áûëè
ïðåäëîæåíû Í. Ç. Øîðîì.

Äàëüíåéøèì øàãîì âïåðåä áûëî ââåäåíèå îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ëèïøè-
öåâûõ ôóíêöèé, êàê ýëåìåíòîâ èç íåêîòîðîãî âûïóêëîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà,
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íàçûâàåìîãî ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè â òî÷êå. Â îòëè÷èå îò âûïóêëîãî ñëó÷àÿ
çäåñü íåò îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà. Ðàçíûå àâòîðû îïðåäåëÿþò
ñóáäèôôåðåíöèàë ïî-ñâîåìó. Äîñòàòî÷íî îáðàòèòüñÿ ê ðàáîòàì Ô. Êëàðêà, Æ. Ïåíî
è Á. Ø. Ìîðäóõîâè÷à.

Äðóãèå àâòîðû (Â. Ô. Äåìüÿíîâ, À. Ì. Ðóáèíîâ) ïîøëè ïî ïóòè èçó÷åíèÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ïî íàïðàâëåíèþ ôóíêöèé è ðàçëè÷íîãî âèäà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèç-
âîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ. Áûë ââåäåí êëàññ êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. Ïðî-
èçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ òàêèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ èç íåêîòîðûõ âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâ íà âåêòîð íàïðàâëåíèÿ.

Àêòóàëüíûì íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå òàêèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé, êîòîðûå ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ ðàñ-
øèðåíèé ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà è ïîèñêà íà èõ îñíîâå ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, â
êîòîðûõ íóëü ïðèíàäëåæèò ñóáäèôôåðåíöèàëó Êëàðêà. Êðîìå òîãî, âàæíî ïîêà-
çàòü ñâÿçü ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèé ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, è, âîçìîæíî,
óêàçàòü íîâûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ.

Ïðè îïòèìèçàöèè ôóíêöèé ñëîæíîãî, íàïðèìåð, êîëåáàòåëüíîãî âèäà, ïîëåçíî
óïðîùàòü ýòè ôóíêöèè, ñòðîÿ ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè èëè äàæå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âèäà ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè òðå-
áóåòñÿ ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèþ îäíîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
äðóãîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, íàõîäèòü âèä ðàçëè÷íûõ êîíóñîâ, à òàêæå âèä
ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà äëÿ òàêèõ ôóíêöèé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå óñêîðåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ èëè íåäîñòà-
òî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèè ôóíêöèé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêèå êîíñòðóêöèè, ê êîòî-
ðûì ïðèìåíèìû ìåòîäû îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ôóíêöèé. Íî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè ïîñòðîå-
íèè ýòèõ êîíñòðóêöèé òî÷êè ýêñòðåìóìà íå èñ÷åçàëè è íå ïîÿâëÿëèñü íîâûå òî÷êè,
î êîòîðûõ ìû íå çíàåì, êàê äàëåêî îíè íàõîäÿòñÿ îò òî÷åê ýêñòðåìóìà èñõîäíîé
ôóíêöèè.

Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ óñëîâèé ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíê-
öèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé èíòåðåñíà äëÿ ìàòåìàòèêîâ ðàçíûõ ñïåöè-
àëüíîñòåé. Ïîëó÷åíèå óñëîâèé ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ,
à òàêæå óñëîâèé êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå âàæíî äëÿ ñïåöèàëè-
ñòîâ â îáëàñòè îïòèìèçàöèè.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðà-
áîòêà íîâûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé - ëîêàëüíî ëèïøè-
öåâûõ ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå íà èõ îñíîâå íîâûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè íåãëàäêèõ
èëè íåäîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, ê êîòîðûì íåïðèìåíèìû èëè äëÿ êîòîðûõ íå
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåññîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà, è
ïðèìåíåíèå àïïðîêñèìàöèîííûõ ìåòîäîâ ê çàäà÷àì òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Èññëåäóþò-

4



ñÿ íîâûå âèäû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé (ÌÎ), ðàçëè÷íûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèé
ÌÎ è èõ âçàèìîñâÿçü, ïîñêîëüêó îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ â íåãëàäêîé îïòè-
ìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ãðàäèåíòû, îáðàçóþùèå â ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâà,
ÿâëÿþùèåñÿ îáðàçàìè íåêîòîðûõ ÌÎ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ââîäèòñÿ íîâûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ëî-
êàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé è ïîêàçàíà ñâÿçü ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè. Äîêàçàíî,
÷òî äëÿ ôóíêöèé, ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìûõ ðàçíîñòüþ âûïóêëûõ, ââåäåííûé ìåòîä
àïïðîêñèìàöèè ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñèìàöèåé Êëàðêà. Óñðåäíåííûå, èíòåãðàëüíûå
ãðàäèåíòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ ðàâíîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé
ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, ÷òî âàæíî äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê.

Ââîäÿòñÿ ÌÎ, ñâÿçàííûå ñ íîâûì ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèè. Äîêàçûâàåòñÿ èõ
ëèïøèöåâîñòü è îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ íèõ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà. Â ðàáîòå ðàçðàáà-
òûâàþòñÿ îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ëèïøèöåâûõ
ôóíêöèé, îñíîâûâàÿñü íà ðàçðàáîòàííûõ çà ðóáåæîì îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäàõ.

Íà îñíîâå ðàçâèòîé òåîðèè ñòðîÿòñÿ íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé è îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ èõ êîì-
áèíàöèé. Ñòðîèòñÿ èñ÷èñëåíèå ãëàâíûõ íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé, òî åñòü
îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ñóììû (ðàçíîñòè), ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñò-
íîãî) è ïðîèçâîëüíîé ñëîæíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèè, ãëàâíûå íèæíèå àïïðîêñèìà-
öèè êîòîðûõ èçâåñòíû. Åñëè ãëàâíûå íèæíèå àïïðîêñèìàöèè â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê,
ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì, ïîñòðîåíû, òî â äàëüíåéøåì îïòèìèçèðóåòñÿ íå ñà-
ìà ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ãëàâíûõ íèæíèõ àïïðîêñèìàöèé èñõîäíîé
ôóíêöèè.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè ÌÎ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, èñ-
ïîëüçóÿ êîòîðîå, â äîñòàòî÷íî îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíî ëèïøè-
öåâîãî ÌÎ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ðàçëè÷íûõ âèäîâ àïïðîêñèìàöèé ÌÎ. Äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî òàêèå ÌÎ ïî÷òè âñþäó â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîñòðàíñòâ èìåþò ìàòðèöû âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè ïî
àðãóìåíòó è îïîðíîìó âåêòîðó. Ýòè ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíóñà
êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé, êîíóñà Áóëèãàíà, à òàêæå êîíóñà âîçìîæíûõ íàïðàâëå-
íèé. Ââîäèòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ.

Âàæíûì ïðèìåíåíèåì âñåãî ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé ïðè áîëåå ñëàáûõ òðåáîâàíèÿõ, ÷åì ýòî äåëàëîñü ðà-
íåå, ÷òî âàæíî äëÿ îïòèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé. Óäàåòñÿ íàéòè ñóáäèôôåðåíöèàë
Êëàðêà ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå. Ñòðîÿòñÿ ãëàâíûå íèæíèå àïïðîêñèìàöèè
äëÿ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ðàçâèâàåòñÿ íîâûé íåëîêàëüíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ è íåäîñòàòî÷-
íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. C ïîìîùüþ òàêèõ ôóíêöèé ñòðî-
ÿòñÿ óñêîðåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè, ñõîäÿùèåñÿ ê ε(D)-ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíûé ïîèñêîâûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îï-
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òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ îïòèìèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è òåïëî-
ïðîâîäíîñòè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé
ñäåëàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé âûïóêëûìè (âîãíóòûìè) ïî óïðàâëåíèþ è ðåãó-
ëÿðèçàöèîííîìó ïàðàìåòðó α â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïî îáåèì
ïåðåìåííûì. Ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ
öåëåâîé ôóíêöèè â íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îêðåñòíîñòÿõ ôèêñèðîâàííûõ
òî÷åê, ÷òî äåëàåò îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ áîëåå óñòîé÷èâûì ê èçìåíåíèÿì àðãó-
ìåíòà.

Äàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøè-
öåâîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ, ÷òî âàæíî äëÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè. Ïåðåõîä îò îäíîé ïåðåìåííîé ê äâóì ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåí-
íûì øàãîì âïåðåä.

Ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé (â.â.à.) ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé. Ñòðîÿòñÿ âåðõíèé è íèæíèé ýêçîñòåðû ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ
óñðåäíåííûõ èíòåãðàëîâ îò ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè, âû÷èñëåííûõ âäîëü êðèâûõ, ââå-
äåííûõ â ãëàâå 1.

Ñòðîèòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùèé èç îáîáùåííûõ ìàòðèö.
Ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ñòåêëîâà, â êîòîðîì ìíîæåñòâî,
ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå, ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó. Ñóáäèôôåðåíöèàëû
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå ýòèì æå ìåòîäîì, ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ãëàâû 1.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îáùàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òåîðèè
ôóíêöèé, òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà, âûïóêëîì àíàëèçå, òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ
îòîáðàæåíèé è èõ àïïðîêñèìàöèè, òåîðèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà, ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è çàäà÷ íà ìèíèìàêñ,
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ðåàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ. Âûøå
áûëà îòìå÷åíà âàæíîñòü ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ëèï-
øèöåâûõ ôóíêöèé, ÷åìó è ïîñâÿùåíà ðàáîòà. Ââåäåíû íîâûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè
ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü íåïðåðûâíûå ðàñøè-
ðåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, ÷òî íàõîäèò ïðèìåíåíèå â îïòèìèçàöèîííûõ ìåòî-
äàõ. Â äèññåðòàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ âèä ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé
ôóíêöèè è åå ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, ÷òî âàæíî äëÿ ðàçâèòèÿ îïòèìèçàöèîí-
íûõ ìåòîäîâ òàêèõ ôóíêöèé. Âïåðâûå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, èñïîëüçóþùèé èäåþ îâûïóêëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðèìåíåíèå íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèè
ê öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåò îïòèìèçàöèîí-
íóþ çàäà÷ó. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèè
ñòàíîâèòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, à ñàìà çàäà÷à - óñòîé÷èâîé äëÿ ìàëûõ èçìåíå-
íèé óïðàâëåíèÿ u. Ðàçðàáîòàíû è îòëàæåíû ïðîãðàììû äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîé
òî÷êè ýêñòðåìóìà, èñïîëüçóþùèå ýòó èäåþ. Ïðåäëîæåíà èíòåãðàëüíàÿ àïïðîêñèìà-
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öèÿ ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùàÿ ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, íà îñíîâå êîòîðîé ðàçðàáîòàí
àëãîðèòì óñêîðåííîãî ïîèñêà òàêèõ òî÷åê. Òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèÿõ ïðåäñòàâèìîñòè ëèïøèöåâîé ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé
èìååò êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, òàê êàê äîêàçàòåëüñòâî íî-
ñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð. Ïðèâîäèòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ âåðõíèõ âûïóêëûõ
àïïðîêñèìàöèé (â.â.à.), ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå. Ñòðîèòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà
äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè, ñîñòîÿùèé èç îáîáùåííûõ ìàòðèö, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ââåäåí íîâûé ñóáäèôôåðåíöèàë äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, è ïîêà-

çàíà ñâÿçü ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè. Ôîðìóëèðóåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíî-
ñòè â òî÷êå. Ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíàÿ ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà
Êëàðêà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåññàõ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ
òî÷åê. Ñòðîÿòñÿ ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè (ÃÍÂÀ) äëÿ ëèïøèöå-
âûõ ôóíêöèé è îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ èõ êîìáèíàöèé.
Ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå ÷åðåç
êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ.Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ Ñòåêëîâà ââîäÿòñÿ ñóáäèôôå-
ðåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèé, ñîñòîÿùèå èç îáîá-
ùåííûõ ãðàäèåíòîâ è ìàòðèö, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå. Ïîñòðîåíî èñ÷èñëåíèå ñóáäèôôåðåí-
öèàëîâ.Äàíî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ýêçîñòåðîâ äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷-
êå.

2. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè ÌÎ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ÌÎ. Ñòðîèò-
ñÿ ëèïøèöåâîå ÌÎ − àíàëîã ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëîé
ôóíêöèè. Îïðåäåëÿåòñÿ âèä êîíóñà Áóëèãàíà, èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûå èíòåãðàëüíûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèö âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè, êîòîðûå, êàê äî-
êàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó â äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîñòðàíñòâ. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìàòðèö îïðåäåëÿåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ
ëèïøèöåâûõ ÌÎ è íàõîäèòñÿ âèä ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíê-
öèè è åå ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà.

3. Ðàçâèâàåòñÿ íîâûé íåëîêàëüíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ è íåäîñòà-
òî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì äâàæäû äèôôåðåíöèðó-
åìûå ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. C ïîìîùüþ òàêèõ ôóíê-
öèé ñòðîèòñÿ ìåòîä îïòèìèçàöèè, ñõîäÿùèéñÿ ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ê ε(D)-
ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè. Ââîäèòñÿ íåëîêàëüíûé ïîèñêîâûé àë-
ãîðèòì íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàå-
ìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èëè òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ ðåøåíèé
êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâ-
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íåíèé âûïóêëûìè (âîãíóòûìè) ïî óïðàâëåíèþ è ðåãóëÿðèçàöèîííîìó ïàðàìåòðó α
â îêðåñòíîñòè òî÷êè îïòèìóìà. Ñòðîèòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

4. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîé
ëèïøèöåâîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Äàíà
òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ óñëîâèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Áîëüøàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ áûëà îïóáëèêîâàíà â ñòàòüÿõ
öåíòðàëüíûõ èçäàòåëüñòâ, à òàêæå çà ðóáåæîì. Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-
äàëèñü íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

− Íåãëàäêèé àíàëèç è îïòèìèçàöèÿ, ËÎÌÈ, Ëåíèíãðàä, 1995; − International
Conference of Asia-Paci�c, APORS 97, Melbourne, Australia, 1997; − Àìåðèêî - àâñòðà-
ëèéñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñúåçä, Ìåëüáóðí, 1999; − Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ,
ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÀÍ ÑÑÑÐ Çóáîâà Â.È., 2005; − Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì êèáåðíåòèêè, Êàçàíü, 2005;
− Êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ àêàäåìèêà Í.Í. Ìîèñååâà, 2007; − 2-àÿ
ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñîöèàëüíîé è ýêîíîìè÷åñêîé äèíàìèêå, Ìîñêâà,
2007; − Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Èíäåíòèôèêàöèÿ ñèñòåì è çàäà÷è óïðàâëå-
íèÿ, SICPRO'08", 2008; − 10-àÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà-ñåìèíàð ïî ïðîáëåìàì òåî-
ðèè ôóíêöèé, Ñàðàòîâ, 2008; − Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ è òîïîëîãèÿ", ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ àêàäåìèêà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Ìîñê-
âà, 2008;−Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àêòóàëüíûå âîïðîñû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè
è óïðàâëåíèÿ", ïîñâÿùåííàÿ 85-ëåòèþ àêàäåìèêà Í.Í. Êðàñîâñêîãî, Åêàòåðèíáóðã,
2009; − Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Êîíñòðóêòèâíûé íåãëàäêèé àíàëèç è ñìåæ-
íûå âîïðîñû", Ñ.Ïåòåðáóðã, 2012; − Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî èññëåäîâàíèþ
îïåðàöèé ORT 2018, Ìîñêâà.

Íà ñåìèíàðàõ: − Â Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå. − Â Èíñòèòóòå
ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ÐÀÍ. − Â Èíñòèòóòå ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÐÀÍ. − Â Ñàíêò Ïå-
òåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâ-
ëåíèÿ. − Íà ñåìèíàðå êàôåäðû Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé â ÌÃÓ. − Íà ñåìèíàðå ïî
ðåøåíèþ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ,
ïðèëîæåíèÿ, ðèñóíêîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Â Ïðèëîæåíèå âêëþ÷åíû 24 ðèñóíêà è
òàáëèöû ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç
98 íàèìåíîâàíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè 326 ñòðàíèö.

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû 35 ðàáîò,
èç êîòîðûõ 19 âõîäèò â ïåðå÷åíü ÂÀÊ ÐÔ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëîâ. Â ïåðå÷åíü
ñòàòåé íå âîøëè ðàáîòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî Ââåäåíèè äàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ î ãðàäèåíòíûõ ìåòîäàõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è

ìåòîäàõ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèé f ∈ C2(D) , ò.å. äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ íà D. Îïèñàíû îáùèå ïðîáëåìû íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè. Ïåðâàÿ èç
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êîòîðûõ − ýòî îïðåäåëåíèå è ââåäåíèå ãðàäèåíòîâ äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ
áûëà ðåøåíà ïóòåì ââåäåíèÿ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ, îáðàçóþùèõ â ñîâîêóïíîñòè
äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Ñ ìíîæåñòâîì îáîá-
ùåííûõ ãðàäèåíòîâ ñâÿçàíû ìåòîäû îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. ãðàäèåíòíûå
ìåòîäû, è çàïèñü íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà, à òàêæå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèé.

Íàèáîëåå òðóäíîé ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ çàäà÷à − îïðåäåëåíèå è ââåäåíèå îáîáùåí-
íûõ ìàòðèö - àíàëîãà ìàòðèö âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ, áåç ðåøåíèÿ êîòî-
ðîé íåâîçìîæíî ñòðîèòü àíàëîãè ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé.
Òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåò îäíîçíà÷íîñòè ââåäåíèÿ òàêèõ ìàòðèö. Ãëàâ-
íûì êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè âûáðàííîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, ñîâïàäåíèå ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ ãëàäêîãî è íåãëàäêîãî ñëó÷àåâ. Âíà÷àëå ââîäÿòñÿ α-îáîáùåííûå ìàò-
ðèöû, à çàòåì èõ íåïðåðûâíûå àíàëîãè (α, δ)-îáîáùåííûå ìàòðèöû.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ãëàâû 1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå òåðìèíû, ñâÿçàííûå ñ ìíîãî-
çíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè (ÌÎ) è èñïîëüçóåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì, êàê,
íàïðèìåð, ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó (Ï.ÑÂ), ñíèçó (Ï.ÑÍ), à òàêæå íåïðåðûâíîñòü
ÌÎ, òåîðåìà Êàêóòàíè. Â ïðîöåññå èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà ÷èòàòåëþ íàïîìèíàþòñÿ
íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèé è ÌÎ, êàê, íàïðèìåð, òåîðèÿ àïïðîêñè-
ìàöèè ÌÎ, êîíóñ âîçìîæíûõ, êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé, êîíóñ Áóëèãàíà.

Îñíîâíûì ìîìåíòîì èçëàãàåìîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ àïïðîêñèìà-
öèîííûõ è îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ãëàâû 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè
f : Rn → R ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî η(x) êðèâûõ r(x, α, g) = x + αg + or(α) ,
îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. or(α)/α → +0 ïðè α → +0 ðàâíîìåðíî äëÿ âñåõ êðèâûõ r(·),
2. ôóíêöèÿ o íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðîèçâîäíàÿ o′ îãðàíè÷åíà âáëè-

çè íà÷àëà êîîðäèíàò: ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c > 0 è α0 > 0 îäíè è òå æå äëÿ
âñåõ êðèâûõ, ÷òî maxτ∈[0,α0] ‖o′(τ)‖ ≤ c.

3. ïðîèçâîäíàÿ ∇f ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó (ÏÂ) âäîëü êðèâîé r(x, α, g).

Ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

Ef(x0) =
{

v ∈ Rn : ∃αk, αk → +0, (∃ g ∈ Sn−1
1 (0)),

(∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0

∇f(r(x0, τ, g))dτ
}

, Df(x0) = co Ef(x0),

ãäå ∇f− ãðàäèåíò ôóíêöèè f â òî÷êàõ, ãäå îí ñóùåñòâóåò, è èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå Ëåáåãà. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Sn−1

1 (0) è Bn
1 (0) äëÿ ñôåðû è

øàðà ðàäèóñà 1 â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âûïóêëîñòü
ìíîæåñòâà Df(x) î÷åâèäíà. Äîêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîñòü, à òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ìíîæåñòâà Df(x) è ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà ∂CLf(x).
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Òåîðåìà 1.3.1. Åñëè ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíê-
öèé f1(x) è f2(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî Df(x0) = ∂CLf(x0).

Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, äîêàçûâàþùèé âàæíîñòü òðåáîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-
öèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé äëÿ âûïîëíåíèÿ óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áîëåå òåñíîé ñâÿçè ìíîæåñòâ Df(x0) è ∂CLf(x0) ìåæäó ñîáîé
ââîäèòñÿ òàêæå ìíîæåñòâî D̂f(x), êîòîðîå íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ìíî-
æåñòâà Df(x):

D̂f(x) = co
{

v ∈ Rn | (∃{αk}, αk →k +0), (∃{hm}, hm → 0),∃g ∈ Sn−1
1 (0), ∃r(x + hm, α, g) =

= x + hm + αg + or,m(α) ∈ η(x + hm), v = lim
αk→+0,hm→0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x0 + hm, τ, g))dτ

}
,

ãäå or,m− ðàâíîìåðíî áåñêîíå÷íî ìàëûå ïî r è m. Äîêàçûâàåòñÿ çàìêíóòîñòü ìíî-
æåñòâà D̂f(x).

Òåîðåìà 1.3.2. Ìíîæåñòâî D̂f(x) ñîâïàäàåò ñ ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà
∂CLf(x).

×òîáû ïîíÿòü ñâÿçü ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâ D̂f(x), ∂MP f(x), Df(x), ââåäåì

D{hm}f(x) = co {v ∈ Rn | (∃{αk}, αk →k +0),∃g ∈ Sn−1
1 (0),

∃r(x + hm, ., g) ∈ η(x + hm), v = lim
αk→+0,hm→0

α−1
k

∫ αk

0
∇f(r(x + hm, τ, g))dτ},

ãäå ∂MP f(x)− ñóáäèôôåðåíöèàë Ìèøåëÿ-Ïåíî ôóíêöèè f â òî÷êå x.
Ëåãêî ìîæíî âèäåòü, ÷òî åñëè ïîëîæèòü {hm} = 0 äëÿ âñåõ m, òî D{hm}f(x) =

Df(x), à åñëè ïîëîæèòü {hm} = {αkq} äëÿ âñåõ k, òî ∪hmD{hm}f(x) = ∂MP f(x).
Èíòåðåñíî, ÷òî äðóãèå âèäû àïïðîêñèìàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè {hm} è {αk}.

Â Òåîðåìå 1.3.3 äëÿ ñëó÷àÿ ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ìåæäó ðàçíîñòüþ Â.Ô. Äåìüÿíîâà ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êå
x è ìíîæåñòâîì Df(x).

Ìíîæåñòâî Df(x) èãðàåò âàæíóþ ðîëü äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f â îêðåñò-
íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ íèæå òåîðåì ôîðìóëèðóþòñÿ
íåîáõîäèìûå è ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â
òî÷êå x ∈ Rn äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f : Rn → R êàê íà
âñåì ïðîñòðàíñòâå, òàê è íà âûïóêëîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn.

Òåîðåìà 1.3.4. Äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè or â îïðåäåëåíèè
ìíîæåñòâà η(x0) ïî r âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

lim sup
g′→g
r∈η(x0)
α→+0

f(r(x0, α, g′))− f(x0)

α
= max

v∈Df(x0)
(v, g) ∀g ∈ Rn.
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Òàêæå ñïðàâåäëèâî "äâîéñòâåííîå" óòâåðæäåíèå, åñëè çàìåíèòü sup íà inf ( Òåî-
ðåìà 1.3.5.)

Òàê, íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â Rn åñòü âêëþ÷åíèå 0 ∈ Df(x). Íåîáõî-
äèìûì óñëîâèåì òî÷êè ìèíèìóìà íà âûïóêëîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Ω ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óñëîâèå Df(x) ∩K+(x, Ω) 6= ∅, ãäå K(x, Ω)− êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâ-
ëåíèé ê ìíîæåñòâó Ω â òî÷êå x, K+(x, Ω)− ñîïðÿæåííûé êîíóñ. Âàæíî, ÷òî äëÿ
äèôôåðåíöèðóåìîãî ñëó÷àÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðåâðàùàþòñÿ â õîðîøî èçâåñò-
íîå óñëîâèå ∇f(x) = 0, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå Df(x) = {∇f(x)}.

ÌÎ Df : Rn → 2Rn , êàê è ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà ∂CLf , òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â ìåòðèêå Õàóñäîðôà, ïîýòîìó âàæíîé äëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà íåïðåðûâíîãî ðàñøèðåíèÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé. Äëÿ ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà âûïóêëîé ôóíêöèè f : Rn → R òàêàÿ ïðîáëåìà áûëà ðåøåíà ââåäåíèåì
ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ∂εf , êîòîðîå íå òîëüêî íåïðåðûâíî, íî è ëèï-
øèöåâî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà.

Ââîäèòñÿ α-ñóáäèôôåðåíöèàë äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f è α > 0.

Dαf(x0) = co
{

v ∈ Rn | (∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), (∃g ∈ Sn−1
1 (0)), v = α−1

∫ α

0
∇f(r(x0, τ, g))dτ

}
,

ãäå co− çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè.
Òåîðåìà 1.4.3. ÌÎ Dαf íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà.
Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ÌÎ Dαf ëèïøèöåâî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà (Òåîðåìà

1.4.5).
Ñ ïîìîùüþ ÌÎ Dαf , ïðîáëåìà íåïðåðûâíîãî ðàñøèðåíèÿ ÌÎ Df è ∂CLf ðå-

øàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì D0f ≡ Df . Ðàññìîòðèì ÌÎ
D̄δf : Rn → 2Rn äëÿ ëþáîãî δ > 0 : D̄δf(x) = co ∪η∈[0,δ] Dηf(x).

Òåîðåìà 1.4.4. ÌÎ D̄δf åñòü íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàð-
êà â ìåòðèêå Õàóñäîðôà, åñëè f ëîêàëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðàçíîñòü
âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôå 1.4.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå íåïðåðûâíîãî ðàñøèðåíèÿ ñóá-
äèôôåðåíöèàëà âûïóêëîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ÌÎ Dαf äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìè-
íèìóìà. Ðàçâèâàÿ ýòó èäåþ, â ïàðàãðàôå 1.8.5 ïðèìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå
ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Àâòîð èñïîëüçî-
âàë ðàçðàáîòàííûé ðàíåå ïîøàãîâûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà äëÿ
ðàâíîìåðíûõ íåïðåðûâíûõ ðàñøèðåíèé ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, ïðåäâàðèòåëüíî
ïîêàçàâ, ÷òî ÌÎ D̄δf è åñòü òàêîé òèï îòîáðàæåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 5 ãëàâû 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé íîâî-
ãî ìåòîäà àïïðîêñèìàöèé, à èìåííî: ïîñòðîåíèå íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé
(ÍÂÀ) äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ñòðîèòü â ëþáîé, à íå òîëüêî â äî-
ñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Ïîñòðîåíèå ÍÂÀ çíà÷èòåëüíî
óïðîùàåò âèä èñõîäíîé ôóíêöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ìåòîäû ëîêàëüíîé è ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè. Íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ ÍÂÀ âîçíèêàåò òàêæå ïîòîìó, ÷òî
äàæå äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ ôóíêöèÿ Êëàðêà íå î÷åíü õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå
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ôóíêöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, íàäî ñòðîèòü ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àï-
ïðîêñèìàöèè (ÃÍÂÀ) äëÿ ôóíêöèè f̃(x) = f(x) + L ‖ x − x0 ‖, ãäå f− ëèïøèöåâà
ñ êîíñòàíòîé L, x0− òî÷êà, â ìàëîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ.
Ãåîìåòðè÷åñêè ãðàôèê ÃÍÂÀ ïîäïèðàåò ñíèçó ãðàôèê ôóíêöèè Óêàçàííûé ïîäõîä
îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì äëÿ íåêâàçèäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé èëè äëÿ ôóíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîèòü ñóáäèôôåðåíöèàë èëè ñóïåðäèôôåðåíöèàë î÷åíü ñëîæíî.

Íàõîæäåíèå ÃÍÂÀ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

1. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî g ∈ Sn−1
1 (0)

Eg f̃(x0) = {v(g) ∈ Rn : ∃{αk}, αk → +0, (∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0

∇f̃(r(x0, τ, g))dτ}.

2. Íàõîäèì ìíîæåñòâî A = co{w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v(g), g) ∀v(g) ∈ Egf̃(x0),∀g ∈
Sn−1

1 (0)}.
Ìíîæåñòâî A íå ïóñòî, ïîñêîëüêó 0 ∈ A. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèþ f

àïïðîêñèìèðóåì ðàçíîñòüþ äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé h(x0, g) = maxv∈∂h(x0,0)(v, g) è
L ‖ g ‖, ãäå A = ∂h(x0, 0), g = x − x0. Ïàðó ìíîæåñòâ (∂h(x0, 0), LBn

1 (0)) áóäåì
íàçûâàòü êâàçèäèôôåðåíöèàëîì ÃÍÂÀ ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ äëÿ ñóììû ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé
(Òåîðåìà 1.6.1), ïðîèçâåäåíèÿ (Òåîðåìà 1.6.2), à òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé
êîìáèíàöèè ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.6.3. Ïóñòü fi : Rn → R, i ∈ 1 : n, − ëèïøèöåâû ñ êîíñòàí-
òîé L, äèôôåðåíöèðóåìûå ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèè, à hi− ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèè
f̃i(x) = fi(x) + L ‖ x − x0 ‖, i ∈ 1 : k. Ïóñòü òàêæå F (q1, q2, ..., qk) : Rk → R −
ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ qi, i ∈ 1 : k. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi ≥ 0, ãäå qi0 = fi(x0), i ∈ 1 : k. Òîãäà êâàçèäèôôåðåíöèàë ÃÍÂÀ
äëÿ ôóíêöèè f(x) = F (f1(x), f2(x), ..., fk(x)) â òî÷êå x0 åñòü ïàðà ìíîæåñòâ (A,B),
ãäå A,B ⊂ Rn :

A = ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q1∂h1(0) + ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂q2∂h2(0) + ...

... + ∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qk∂hk(0), B = L2B
k
1 (0), L2 = (

∑
i

∂F (q10, q20, ..., qk0)/∂qi)L.

Â Ñëåäñòâèè 1.6.2 îòìå÷àåòñÿ î íåñóùåñòâåííîñòè ïðåäïîëîæåíèÿ íàñ÷åò ïîëîæè-
òåëüíîñòè ïðîèçâîäíûõ F (q10, q20, . . . , qk0)/qi ≥ 0, i ∈ 1 : k, è ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ïîëó-
÷èòü ðåçóëüòàò â îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìû 1.6.4 è 1.6.5 ôîðìóëèðóþò ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ÃÍÂÀ äëÿ íåãëàäêèõ
îïåðàöèé max è min îò ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèïøèöåâûõ äèôôåðåíöè-
ðóåìûõ ïî íàïðàâëåíèÿì ôóíêöèé.

Ïðèâåäåíî íåîáõîäèìîå (à ïðè ñòðîãîì âêëþ÷åíèè è äîñòàòî÷íûå) óñëîâèå îïòè-
ìàëüíîñòè â òî÷êå x0 : LBn

1 (0) ⊂ ∂h(x0, 0).

12



Â ïàðàãðàôå 1.7 ââîäèòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëîêàëüíî
ëèïøèöåâîãî ÌÎ G : Rn → 2Rm , ò.å. äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn : ρH(G(x1), G(x2)) ≤
≤ L ‖ x1 − x2 ‖, äëÿ ÷åãî ïåðâîíà÷àëüíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ïî÷òè
âñþäó (ÏÂ) äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå Rn × Rm (Òåîðåìà 1.7.1).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

M(x, q) = co
{

A ∈ Rm×n | ∃{(ξk, qk)} ∈ ℵ : A = lim
k→∞

p′′xq(ξk, qk), (ξk, qk) →k (x, q)
}

,

M(x) = co ∪q∈Sm−1
1 (0) M(x, q).

Àíàëîãè÷íî ôóíêöèè Êëàðêà ââåäåì ôóíêöèþ

ψ(x, g, q) = lim sup
α→+0
θ→q
u→0

| pG(x + u + αg, θ)− pG(x + u, θ)

α
| .

Òåîðåìà 1.7.2. Âåðíî ðàâåíñòâî

ψ(x, g, q) = max
A∈M(x)

(Ag, q).

Êàê ïîêàçàíî â Òåîðåìå 1.7.3 , ÌÎ Ξ : Rn −→ 2Rm
, ñòàâÿùåå êàæäîé òî÷êå x ìíîæå-

ñòâî ìàòðèö M(x), îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà. Ïîýòîìó
M(x) íàçîâåì ñóáäèôôåðåíöèàëîì Êëàðêà ÌÎ G â òî÷êå x. Îòñþäà è èç Òåîðåìû
1.4.5 ñëåäóåò, ÷òî âñå ñêàçàííîå âûøå âåðíî äëÿ ÌÎ Dαf , ò.å. ôóíêöèÿ

pDα(x, q) = max
v∈Dαf(x)

(v, q)

ÏÂ â ïðîñòðàíñòâå Rn×Rn èìååò âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ è ‖ p′′xq(x, q) ‖≤ Lα,
ãäå Lα− êîíñòàíòà Ëèïøèöà ÌÎ Dαf .

Äëÿ ÌÎ Dαf â ïàðàãðàôå 1.8.1 ñòðîèòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà. Îïðåäåëÿåòñÿ
ÌÎ D2,αf : Rn → 2Rn2

ñ îáðàçàìè

D2,αf(x) = co {A[n× n] | ∃{αm}, αm → +0, ∃g, q ∈ Sn−1
1 (0), ∃(r1(xm, ·, g), r2m(·, q)) ∈ η2(xm),

xm →m x,A = limm→∞ α−1
m

∫ αm

0
p′′xq(r1(xm, τ, g), r2m(τ, q))dτ},

ãäå η2(xm)− ìíîæåñòâî âñåõ ïàð êðèâûõ (r1(xm, ·, g), r2m(·, q)) äëÿ äëÿ âñåõ g, q ∈ Rn:
r1(xm, α, g) = xm+αg+o1m(α), r2m(α, q) = q+O2m(α), óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ñâîéñòâàì êðè-
âûõ ìíîæåñòâà η(xm) (Îïðåäåëåíèå 1.3.1), è âäîëü êîòîðûõ ìàòðèöû p′′xq(., .) ñóùåñòâóþò
ÏÂ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî D2,αf(x) îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ñóáäèôôåðåíöèàëà
Êëàðêà, ò.å. îíî âûïóêëî, çàìêíóòî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (Ï.ÑÂ).

Òåîðåìà 1.8.1. Ìíîæåñòâî M(x), ïîñòðîåííîå äëÿ ÌÎ Dαf , ñîâïàäàåò ñ D2,αf(x),
èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, D2,αf(x) åñòü ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà ÌÎ Dαf â òî÷êå x.
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Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó èç ìíîæåñòâà Dαf(x) íàçîâåì α-îáîáùåííîé ìàòðèöåé ôóíêöèè
f , êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå íå åñòü íåïðåðûâíàÿ ìàòðèöà îò x. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ íàäî èñïîëüçîâàòü åå íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ α, δ > 0 ââåäåì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

D2,α,δf(x) = co{A[n× n] | ∃g, q ∈ Sn−1
1 (0),∃(r1(x, ·, g), r2(τ, q)) ∈ η2(x),

A = δ−1

∫ δ

0
p′′xq(r1(x, τ, g), r2(τ, q))dτ},

ãäå p− îïîðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÌÎ Dαf . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà D2,α,δf(x) áóäåì íàçûâàòü α, δ
- îáîáùåííûìè ìàòðèöàìè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÌÎ D2,α,δf íåïðåðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîð-
ôà è èìååò âûïóêëûå, çàìêíóòûå, îãðàíè÷åííûå îáðàçû (Òåîðåìà 1.8.2). Òàêæå óñòàíîâëåíî
äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 1.8.3. D2,α,δf åñòü ëèïøèöåâî ÌÎ.
Ïðè íåêîòîðîì äîïóùåíèè ÌÎ D̄2,α,δf : Rn → 2Rn2

, îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâèëó

D̄2,α,δf(x) = co ∪µ∈[0,δ] D2,α,µf(x),

åñòü íåïðåðûâíîå ðàñøèðåíèå ÌÎ D2,αf.
Òåîðåìà 1.8.4. ÌÎ D̄2,α,δf åñòü íåïðåðûâíîå ÌÎ â òî÷êå x, åñëè D2,α,0f(x) =

D2,αf(x).
Â ïàðàãðàôå 1.8.3 ïîñòðîåíà ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà

è ïðèìåíåí ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé Ïîëàêîì, Ìàéíå è Âàðäè äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàð-
íîé òî÷êè äëÿ ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Êëàðêà, èñïîëüçóþùèé ðàâíîìåðíóþ
àïïðîêñèìàöèþ.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà àïïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâûõ âûïóêëîçíà÷íûõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé (ÌÎ) è íàõîæäåíèþ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé. Ââå-
äåííûå ïîíÿòèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé äëÿ ôóíêöèé. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ:

1. Êîíóñ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, ââåäåííûé Â. Ô. Äåìüÿíîâûì è À. Á. Ïåâíûì

γ(x, g, v) = {w ∈ Rm | ∃α0 > 0 : v + αw ∈ G(x + αg) ∀α ∈ [0, α0]},Γ(x, g, v) = γ̄(x, g, v),

ãäå ÷åðòà åñòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà.
2. Êîíóñ êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé:

Γ′(x, g, v) = {w ∈ Rm | ∃α0 > 0, v + αw + o1(α) ∈ G(x + αg + o2(α))∀α ∈ [0, α0]}

äëÿ íåêîòîðûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé o1, o2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ, ò.å.
äëÿ êîòîðûõ ρH(G(x1), G(x2)) ≤ L ‖ x1 − x2 ‖ ∀x1, x2 ∈ Rn, ãäå ρH− ìåòðèêà Õàóñäîðôà,
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî îäíîé ôóíêöèåé oi, i = 1, 2.

3. Êîíóñ äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé (êîíóñ Áóëèãàíà)

Γ̃(x, g, v) = co {w ∈ Rm | ∃{αk}, αk →k +0, v + αkw + o1(αk) ∈ G(x + αkg + o2(αk))∀k}.

ßñíî, ÷òî âñåãäà Γ(x, g, v) ⊂ Γ′(x, g, v) ⊂ Γ̃(x, g, v).
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Ìíîãîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè ñòàëè îïèñûâàòü ìíîãèå òåõíè÷åñêèå è ýêîíîìè÷åñêèå
ìîäåëè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòî íåèçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû èëè çíà÷åíèå
ôóíêöèè. Â îïòèìèçàöèè ïîòðåáíîñòü èçó÷åíèÿ ÌÎ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ íåãëàäêèõ
ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò ãðàäèåíòà â êàêîé-òî òî÷êå, à ñóùåñòâóåò öåëîå ìíîæåñòâî îáîá-
ùåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè ÌÎ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà B.
(Îïðåäåëåíèå 2.2.1). Åñëè äâà ÌÎ äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà B, òî èõ ñóììà è ðàçíîñòü òàêæå äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ îòíîñèòåëüíî òîãî æå
ìíîæåñòâà B. Â ïàðàãðàôå 2.3 âûâîäèòñÿ ôîðìóëà äëÿ êîíóñîâ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé
äëÿ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ÌÎ. Ïóñòü çàäàíû ÌÎ ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè îáðàçàìè:
Gi : Rn → 2Rm

, i ∈ 1 : 3,

G3(x) = G1(x) + G2(x) def= {v3 ∈ Rm | v3 = v1 + v2 ∀v1 ∈ G1(x), ∀v2 ∈ G2(x)}.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå x, g ∈ Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γi(x, g, vi) ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ
íàïðàâëåíèé ÌÎ Gi â òî÷êàõ vi, vi ∈ Gi(x), ïî íàïðàâëåíèþ g ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ Gi, i = 1, 2, äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ vi

ïî íàïðàâëåíèþ g îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ Γi(x, g, vi) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

V (x, v3) = {(v1, v2) | v1 ∈ G1(x), v2 ∈ G2(x), v1 + v2 = v3}.

Âåðíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.3.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Γ3(x, g, v3) = ∪(v1,v2)∈V (x,v3) (Γ1(x, g, v1) + Γ2(x, g, v2)).

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÌÎ, çàäàííûõ â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ âèäà

Gi(x) = {v ∈ Rm | hij(x, v) ≤ 0 ∀j ∈ 1 : Ni}, i = 1, 2,

ãäå ôóíêöèè hij íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ x è v, âûïóêëû ïî v, ïðîèç-
âîäíûå ∂hij(x, v)/∂g, ∂hij(x, v)/∂v íåïðåðûâíû ïî x è v è intGi(x) 6= ∅ (óñëîâèå Ñëåé-
òåðà), çàìûêàíèå â Òåîðåìå 2.3.1 ìîæíî óáðàòü (Òåîðåìà 2.3.2). Äëÿ ÌÎ G3 ñ îáðàçàìè
G3(x) = G1(x) ∩G2(x) âåðíî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.3.3. Äëÿ ëþáîãî v ∈ G3(x) âåðíî ðàâåíñòâî Γ3(x, g, v) = Γ3(x, g, v) ∩
Γ2(x, g, v).

Â Çàìå÷àíèè 2.3.1 îòìå÷àåòñÿ, ÷òî Òåîðåìû 2.3.1-2.3.3 âåðíû äëÿ êîíóñîâ êàñàòåëüíûõ
íàïðàâëåíèé, åñëè ÌÎ Gi, i = 1, 2, äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëü-
íî Γ′(x, g, v) â òî÷êå v ïî íàïðàâëåíèþ g.

Â ïàðàãðàôå 7 ãëàâû 1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëèïøèöåâîãî ÌÎ îïîðíàÿ ôóíêöèÿ
p(x, q) èìååò ÏÂ â Rn×Rm âòîðóþ ñìåøàííóþ ïðîèçâîäíóþ p′′xq. Â ïàðàãðàôå 2.4. íàõîäèòñÿ
âèä ìàòðèöû p′′xq äëÿ äâóõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ âèäîâ ÌÎ: âûïóêëîé îáîëî÷êè êîíå÷íîãî
÷èñëà âåêòîð-ôóíêöèé è ÌÎ, çàäàííîãî â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

G(x) = {y ∈ Rm | hi(x, y) ≤ 0 ∀i ∈ 1 : I},
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ãäå hi : Rn × Rm → R, i ∈ 1 : I,− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå, ñèëüíî âûïóêëûå ïî y
ôóíêöèè ñ íåïðåðûâíûìè ïî x è y ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2hi(x, y)
∂x∂y

,
∂2hi(x, y)

∂y2
.

Íàõîæäåíèå âèäà p′′xq(x, q) âàæíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
ýêñòðåìóìà ïî ÌÎ è íàõîæäåíèÿ âèäà åå êîäèôôåðåíöèàëà. Òàê äëÿ óêàçàííîãî ÌÎ G
ìàòðèöà p′′xq èìååò âèä

p′′xq(x, y) = −(
∂2hi(q)(x, y(x))

∂y2
)−1 ∂2hi(q)(x, y(x))

∂x∂y
,

ãäå y(x) = y(x, q) - ãðàíè÷íûé âåêòîð ìíîæåñòâà G(x) ñ íîðìàëüþ q ∈ Sm−1
1 (0), åñëè èí-

äåêñ i(q), äëÿ êîòîðîãî hi(q)(x, y(x)) = 0, åäèíñòâåííûé. Åñëè ñóùåñòâóþò m èíäåêñîâ, äëÿ
êîòîðûõ hi(x, y(x)) = 0, i ∈ 1 : m, òî

dy(x, q)
dx

=
(∂hi(x, y)

dy

)−1

i∈1:m

(∂hi(x, y)
dx

)
i∈1:m

,

ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîðû ∂hi(x, y)
dy

äëÿ i ∈ 1 : m ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äîêàçàíà êîäèôôåðåíöèðóåìîñòü íåêîòîðûõ âèäîâ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé è íàéäåí

âèä èõ êîäèôôåðåíöèàëà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè ψ(x) = maxy∈G(x) ϕ(x, y) äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî îíà ãèïîäèôôåðåíöèðóåìà è åå êîäèôôåðåíöèàë åñòü Dψ(x) = [dψ(x), 0n+1],
ãäå

dψ(x) = {(a, v) | a ∈ A(x), v ∈ V (x)},

A(x) = co {ϕ(x,
m+1∑

i=1

αiy(x, qi))− ψ(x) | αi ∈ Bm+1
1 , qi ∈ Sm−1

1 (0)},

V (x) = co {ϕ′x(x,
m+1∑

i=1

αiy(x, qi))− ((
m+1∑

i=1

αi(
∂2hji(x, y(x, qi))

∂y2
)−1 ∂2hji(x, y(x, qi))

∂x∂y
)∗,

ϕ′y(x,
m+1∑

i=1

αiy(x, qi))) | αi ∈ Bm+1
1 , qi ∈ Sm−1

1 (0), ji ∈ 1 : I, i ∈ 1 : (m + 1)},

hji(x, y(x, qi)) = 0, Bm+1
1 = {αi | 0 ≤ αi ≤ 1,

m+1∑

1

αi = 1}.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ψ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ψ(x +4x) = ψ(x) + max
(a,v)∈dψ(x)

[a + (v,4)] + o(‖ 4 ‖).

Àíàëîãè÷íîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèè min ïî ÌÎ G. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà ãèïåðäèôôå-
ðåíöèðóåìà è ïðåäñòàâèìà â âèäå

ψ(x +4x) = ψ(x) + min
(b,w)∈dψ(x)

[b + (w,4)] + o(‖ 4 ‖).
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Â ïàðàãðàôå 2.5 ââåäåíî îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàöèè ëèïøèöåâîãî âûïóêëîçíà÷íîãî
ÌÎ G : Rn → 2Rn îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ÌÎ, íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî êîíóñà äîïóñòèìûõ
íàïðàâëåíèé Γ̃, êîòîðûé áûë ââåäåí â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû 2. Ïðèâåäåí âèä Γ̃.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v ∈ G(x), x, g ∈ Rn, ââåäåì ìíîæåñòâî

B(x, g, v) =
{ {w ∈ Rm | (w, q) ≤ maxA∈B(x,v)(Ag, q) ∀q ∈ P (x, v)}, åñëè P (x, v) 6= ∅,
Rm, åñëè P (x, v) = ∅,

ãäå

B(x, v) = co {A[m× n] | A =
m+1∑

i=1

βiA(vi, q), v =
m+1∑

i=1

βivi,

m+1∑

i=1

βi = 1, βi ≥ 0, A(vi, q) =

= lim
α→+0

α−1

∫ α

0

p′′xq(xi(τ), qi(τ))dτ }, (xi(τ), qi(τ)) ∈ ℵ(G)}, R(xi(τ), qi(τ)) = {vi(τ)},

qi(τ) ∈ P (xi(τ), vi(τ)), xi(α) = x + αg + oi(α), vi(α) → vi, oi(α)/α → 0, qi(α) → q, ‖ qi(α)− q ‖ /α ≤ c,

à òàêæå
R(xi(α), qi(α)) = {y ∈ G(xi(α)) | (y, qi(α)) = max

u∈G(xi(α))
(u, qi(α))},

P (x, v) = {q ∈ Sm−1
1 (0) | (v, q) = max

y∈G(x)
(y, q)},

ℵ(G)− âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â Rn × Rm, ãäå ñóùåñòâóþò p′′xq. Çäåñü ri(α) =
(xi(α), qi(α))− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî α êðèâûå, âäîëü êîòîðûõ ÏÂ ñóùåñòâóþò
p′′xq ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðè α → +0, c− íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî B(x, g, v) 6= ∅.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëèïøèöåâîãî ÌÎ ìíîæåñòâî Γ̃ âñåãäà íå ïóñòî (Òåîðåìà 2.5.1) è
Γ̃(x, g, v) ⊂ B(x, g, v)(Ëåììà 2.5.1), à åñëè B(x, g, v) 6= ∅, òî Γ′(x, g, v) íå ïóñòî è Γ′(x, g, v) =
Γ̃(x, g, v) = B(x, g, v) (Òåîðåìà 2.5.3). Ïðè óñëîâèè íåïóñòîòû ìíîæåñòâ Γ(x, g, v) è B(x, g, v)
äëÿ v ∈ G(x) è g ∈ Rn âåðíî ðàâåíñòâî Γ(x, g, v) = B(x, g, v)(Òåîðåìà 2.5.4). Òàêæå äî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ÌÎ G äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå v ∈ G(x) ïî
íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Γ̃(x, g, v) , åñëè B(x, g, v) 6= ∅ (Òåîðåìà 2.5.5).

Äëÿ ÷àñòî âñòðå÷àåìîãî ñëó÷àÿ çàäàíèÿ ÌÎ â âèäå G(x) = {y ∈ Rm | hi(x, y) ≤ 0 i ∈ 1 :
I}, ïðè óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ âûøå íà ôóíêöèè hi, i ∈ 1 : I, è B(x, g, v) 6= ∅, Γ(x, g, v) 6= ∅,
èìååì

Γ(x, g, y) = Γ′(x, g, y) = Γ̃(x, g, y) =

=




{w ∈ Rm | (w, q) ≤ maxi∈R̂(x,y) (−(

∂2hi(x, y)
∂y2

)−1 ∂2hi(x, y)
∂x∂y

g, q)} ∀q ∈ P (x, y),

Rm, åñëè P (x, y) = ∅,
ãäå R̂(x, y) = {i ∈ 1 : I | hi(x, y) = 0}.

Â ïàðàãðàôå 2.6 èçó÷àþòñÿ ìàðãèíàëüíûå ôóíêöèè è îñóùåñòâëÿåòñÿ âûâîä ïðîèçâîä-
íîé ïî íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè. Èäåþ ïåðåõîäà îò ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ãðà-
äèåíòîâ ê óñðåäíåííûì çíà÷åíèÿì èíòåãðàëîâ âäîëü êðèâûõ èç η(x) ìîæíî ðàçâèòü äàëüøå.
Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(x) = maxy∈G(x) ϕ(x, y), ãäå
x → G(x) : Rn → 2Rm− âûïóêëîçíà÷íîå ÌÎ ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè îáðàçàìè è ñ êîí-
ñòàíòîé Ëèïøèöà L. Ôóíêöèÿ ϕ íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ϕ′x, ϕ′y ïî ñîâîêóïíîñòè
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ïåðåìåííûõ. Óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèÿì ïîäðîáíî èçó÷à-
ëèñü Â.Ô. Äåìüÿíîâûì, À.Á. Ïåâíûì, Á.Í. Ïøåíè÷íûì, Ë.È. Ìèí÷åíêî, Î.Ô. Áîðèñåíêî
è äð. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî îñëàáèòü, ÷òî è ñäåëàíî äàëåå.

Îáîçíà÷èì R(x) = {y ∈ G(x) | f(x) = ϕ(x.y)}. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ v ∈ G(x), x, g ∈ Rn,
ââåäåì ìíîæåñòâî B(x, g, v), êàê ýòî äåëàëè âûøå.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî B(x, g, v) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî v ∈ G(x).
Òåîðåìà 2.6.1. Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè îòíîñèòåëüíî B(x, g, v) ìíîæåñòâî

Γ′(x, g, v) 6= ∅ è Γ′(x, g, v) = Γ̃(x, g, v) = B(x, g, v), à åñëè Γ(x, g, v) 6= ∅, òî Γ(x, g, v) =
B(x, g, v).

Îñòàëüíàÿ ÷àñòü ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f .
Òåîðåìà 2.6.2. Åñëè B(x, g, v) 6= ∅ äëÿ âñåõ v ∈ R(x), à òàêæå ñóùåñòâóþò íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå ϕ′x, ϕ′y ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå x ∈ Rn ïî íàïðàâëåíèþ g ∈ Rn è âåðíî ðàâåíñòâî

∂f(x)
∂g

= max
y∈R(x)

max
w∈Γ̃(x,g,v)

[(ϕ′x(x, y), g) + (ϕ′y(x, g), w)] =

= max
y∈R(x)

max
A(x,y)∈B(x,y)

[(ϕ′x(x, y), g) + (ϕ′y(x, y), A(x, y)g)].

Äëÿ ÌÎ G , çàäàííîãî â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (ñì. âûøå), ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ
ôóíêöèè f ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

∂f(x)
∂g

= max
y∈R(x)

max
i∈R̂(x,y)

[(ϕ′x(x, y), g) + (A∗i (x, y)ϕ′y(x, y), g)],

ãäå
Ai(x, y) = −(

∂2hi(x, y)
∂y2

)−1 ∂2hi(x, y)
∂x∂y

∀i ∈ R̂(x, y),

Â ïàðàãðàôå 2.7 ðå÷ü èäåò î íèæíèõ âûïóêëûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé
âèäà

f(x) = max
y∈G(x)

ϕ(x, y),

ãäå ϕ− ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L1 ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, G− âûïóêëîçíà÷íîå ëèï-
øèöåâîå ÌÎ ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L. Â Ëåììå 2.7.1 äîêàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèè
f ñ êîíñòàíòîé L1(1 + L). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãëàâíîé íèæíåé âûïóêëîé àïïðîêñèìàöèè (ÃÍ-
ÂÀ) ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f̂(x) = f(x) + L1(1 + L) ‖ x− x0 ‖ .

Îáðàçóåì ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî g ∈ Sn−1
1 (0)

D̃gf̂(x0) = {z(g) ∈ Rn | ∃{αk}, αk → +0, A(g) = lim
αk→+0

α−1
k

∫ αk

0
p′′xq(r(x(τ), q(τ)))dτ, åñëè

ϕ′y(x0, y) 6= 0; A(g) = 0m×n, åñëè ϕ′y(x0, y) = 0; z(g) = ϕ′x(x0, y) + A∗(g)ϕ′y(x0, y)+

+L1(1 + L)∇θ(g), θ(x− x0) =‖ x− x0 ‖, y ∈ R(x0), r(x(τ), q(τ)) ∈ ℵ(G) ï.â. äëÿ τ ∈ [0, α0],
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x(τ) = x0 + τg + o1(τ), q(τ) = ϕ′y(x0 + τg + o1(τ), y + o2(τ)), oi(τ)/τ →τ→+0 0},
ãäå ℵ(G)− ìíîæåñòâî, âñþäó ïëîòíîå â Rn × Rm, ãäå ñóùåñòâóþò ìàòðèöû p′′xq, ∗− çíàê
òðàíñïîíèðîâàíèÿ ( ãëàâà 1, ïàðàãðàô 1.7). Çäåñü êðèâàÿ r(α) = (x(α), q(α)), x(α) = x0 +
αg + o1(α), q(α) = ϕ′y(x0 + αg + o1(α), y + o2(α)), y ∈ R(x0), óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. Âäîëü r ÏÂ ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå p′′xq.

2. Èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â îïðåäåëåíèè D̃gf̂(x0) ñóùåñòâóåò.

3. oi, i = 1, 2− íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè.

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî B, àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B = co {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (z(g), g) ∀z(g) ∈ D̃gf̂(x0), ∀g ∈ Sn−1
1 (0)}.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî B âñåãäà íå ïóñòî, òàê êàê 0 ∈ B. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g →
ĥ(x0, g) : Rn → R : ĥ(x0, g) = maxv∈B (v, g). Ôóíêöèÿ ĥ(x0, ·)− âûïóêëàÿ ÏÎ ñòåïåíè 1 è
∂ĥ(x0, 0) = B.

Òåîðåìà 2.7.1. Ôóíêöèÿ ĥ(x0, ·) ÿâëÿåòñÿ ÃÍÂÀ ôóíêöèè f̂ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.
Óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà Rn çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 2.7.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè f : Rn →

R íà Rn, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ L1(1 + L)Bn
1 (0) ⊂ ∂ĥ(x0, 0), à ïðè ñòðîãîì

âêëþ÷åíèè îíî ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìèíèìóìà.
Äàëåå â òîì æå ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå

Ω = {z ∈ Rn | hi(z) ≤ 0 ∀i ∈ 1 : I},
ãäå ôóíêöèè hi : Rn → R− ëèïøèöåâû ñ êîíñòàíòîé L, äèôôåðåíöèðóåìû ïî íàïðàâëåíèÿì.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè äëÿ âñåõ x0 ∈ Ω. Â ýòîì ñëó÷àå
âìåñòî ôóíêöèè f ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f̄(x) =
{

f(x) + L ‖ x− x0 ‖, åñëè x ∈ Ω,
f(x0) + L̄ ‖ x− x0 ‖, åñëè x /∈ Ω,

ãäå L̂ > L. Îïðåäåëÿåòñÿ ÃÍÂÀ äëÿ ôóíêöèè f̄ â âèäå ôóíêöèè h̄(x0, g) = maxv∈C (v, g),
ãäå ìíîæåñòâî C ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
çàäàåò óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå Ω.

Òåîðåìà 2.7.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x0 áûëà òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè f íà Ω,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû LBn

1 (0) ⊂ ∂h̄(x0, 0). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå âêëþ÷åíèå, òî ýòî
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìèíèìóìà.

Â ïàðàãðàôå 2.8 îáñóæäàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè âè-
äà f(x) = maxy∈G(x) ϕ(x, y), ãäå ϕ, ϕ′x, ϕ′y− íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ, G : Rn → Rm− ëèïøèöåâî ÌÎ. ×åðåç N(G) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn×Rm,
ãäå ñóùåñòâóþò p′′xq. Èçâåñòíî (Òåîðåìà 1.7.1), ÷òî N(G) âñþäó ïëîòíî â Rn×Rm. Îïðåäåëèì
ìíîæåñòâà

R(x, q) = {y ∈ G(x) | p(x, q) = (y, q)}, R(x) = {y ∈ G(x) | f(x) = ϕ(x, y)},A(x, y, q) =
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= co
{

A[m×n] | A(x, y, q) = lim
xi→x
q̃i→q

p′′xq(xi, q̃i), q̃i = qi +o(‖xi−x‖), qi = ϕ′y(xi, yi)/ ‖ ϕ′y(xi, yi) ‖,

(xi, q̃i) ∈ N(G), yi ∈ R(xi, qi), yi → y, y ∈ R(x)
}

, åñëè ϕ′y(x, y) 6= 0,

A(x, y, q) = {0m×n}, åñëè ϕ′y(x, y) = 0.

Òåîðåìà 2.8.1. Ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà ôóíêöèè f â òî÷êå x ∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò ñî-
îòíîøåíèþ

∂CL f(x) = co {ϕ′x(x, y) + A∗(x, y, q)ϕ′y(x, y) | A(x, y, q) ∈ A(x, y, q),

y ∈ R(x), q = ϕ′y(x, y)/ ‖ ϕ′y(x, y) ‖ (ϕ′y(x, y) 6= 0)},
Â Ñëåäñòâèè 2.8.1 çàäàíî áîëåå ïðîñòîå ïðàâèëî ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ ìàòðèö, ó÷àñòâóþ-
ùèõ â ôîðìóëèðîâêå Òåîðåìû 2.8.1, èñïîëüçóÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå äëÿ ñóáäèô-
ôåðåíöèàëà Êëàðêà. Ââåäåì ìíîæåñòâî

B(x, q) = co {B[m× n] | B(x, q) = lim
xi→x
qi→q

p′′xq(xi, qi), (xi, qi) ∈ N(G)}, åñëè ϕ′y(x, y) 6= 0,

B(x, q) = {0[m×n]}, åñëè ϕ′y(x, y) = 0, y ∈ R(x).

Ñëåäñòâèå 2.8.1. Âåðíî âêëþ÷åíèå

∂CLf(x) ⊂ co {ϕ′x(x, y) + B∗(x, q)ϕ′y(x, y) | B(x, q) ∈ B(x, q), y ∈ R(x), q = ϕ′y(x, y)/ ‖ ϕ′y(x, y) ‖}.

Ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 2.8 âàæíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ñóáäèôôåðåíöèàð-
ëà Êëàðêà ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé óêàçàííîãî òèïà. Ìîæíî ðàçâèâàòü òåîðèþ â óêàçàííîì
íàïðàâëåíèè äëÿ áîëåå ñëîæíûõ âèäîâ ìàðãèíàëüíûõ ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôå 2.9 ðàññìàòðèâàþòñÿ âûïóêëûå êîýðöèòèâíûå ôóíêöèè f : Rn → R, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå f(x)

‖ x ‖ −−−−−−→‖x‖→+∞
∞, è íàõîäèòñÿ âèä êîíóñà

âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé Γ(x, g, v) äëÿ ε− ñóáäèôôåðåíöèàëà

∂εf(x) = {v ∈ Rn | f(z)− f(x) ≥ (v, z − x)− ε ∀z ∈ Rn}

òàêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü h(x, z, v) = f(x)− f(z) + (v, z − x)− ε. Ââåäåì ìíîæåñòâà Q(x, v) =
{z ∈ SR(x0) | h(x, z, v) = 0},

B(x, g, v) =

=
{
Rn, åñëè Q(x, v) = ∅,
{w ∈ Rn | (w, z − x)− (v, g) + ∂f(x)/∂g ≤ 0 ∀z ∈ Q(x, v)}, åñëè Q(x, v) 6= ∅.

Ëåììà 2.9.3. Åñëè x ∈ intBn
δ (x0), òî Γ(x, g, v) = B(x, g, v).

Ìîæíî ïåðåïèñàòü â èíîì âèäå ìíîæåñòâî Γ(x, g, v), à èìåííî: äëÿ ãðàíè÷íîé òî÷êè
v ∈ ∂εf(x) èìååì

Γ(x, g, v) =
{

w ∈ Rn | (w, q) ≤ 1
α(q)

[(v, q)− ∂f(x)
∂g

] ∀q ∈ P (x, v), ∀α(q) ∈ Θ(x, v, q)
}

,
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ãäå
Θ(x, v, q) = {α > 0 | f(x + αq)− f(x) + ε

α
= min

β>0

f(x + βq)− f(x) + ε

β
}

è
P (x, v) = {q ∈ Rn |‖ q ‖= 1,

∂εf(x)
∂q

= (v, q)}.

Åñëè v ∈ int ∂εf(x), òî Q(x, v) = ∅ è Γ(x, g, v) = Rn.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ïðîèç-

âîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ g ôóíêöèè ϕ(x) = maxv∈∂εf(x) [− ‖ v ‖2]. Ïóñòü 0 /∈ ∂εf(x),
ò.å. ϕ(x) < 0. Ìíîæåñòâî R(x) = {v0 |‖ v0 ‖= minv∈∂εf(x) ‖ v ‖} ñîñòîèò èç åäèí-
ñòâåííîé òî÷êè v0. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îêîí÷àòåëüíî èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìó-
ëó ∂ϕ(x)

∂g
= sup

w∈Γ(x,g,v0)
[−2(v0, w)], îòêóäà ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïîëó÷èòü

íàïðàâëåíèå g0 =
v0 − v̄

‖ v0 − v̄ ‖ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ôóíêöèè Φε(x) = −ϕ(x), ãäå

‖ v0 − v̄ ‖= min
v∈∂f(x)

‖ v0 − v ‖, v̄ ∈ ∂f(x).

Íàïðàâëåíèå g0 èìååò ÿñíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, è åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõî-
æäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèè f.

Äàëåå èññëåäóåòñÿ ôóíêöèÿ ϕr(x) =
∂εf(x)

∂r
= max

v∈∂εf(x)
(v, r), ãäå r ∈ Rn. Åñëè f íå èìååò

ëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ, òî

∂ϕr(x)
∂g

= sup
v∈R(x,r)

sup
w∈Γr(x,g,v)

(r, w) = sup
v∈R(x,r)

1
ᾱ(r)

[
(v, g)− ∂f(x)

∂g

]
,

ãäå R(x, r) = Rr(x) = {v ∈ ∂εf(x) | (v, r) =
∂εf(x)

∂r
}. Äëÿ r = g ïîëó÷èì

∂2
εf(x)
∂g2

=
∂ϕg(x)

∂g
=

1
α(g)

[ ∂εf(x)
∂g

− ∂f(x)
∂g

]
.

Òàê êàê α(g) → 0 ïðè ε → +0, òî ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x+
α(g)g, ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ∂2

ε f(x)/∂g2 −−−−→
ε→+0

∂2 f(x)/∂g2, åñëè ôóíêöèÿ
f èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ g â òî÷êå x.

Â ãëàâå 3 ðàçâèâàåòñÿ íîâûé íåëîêàëüíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé,
â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå ε(D)
- ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Îïèñàí àëãîðèòì îïòèìèçàöèè, ñõîäÿùèéñÿ ê ε(D) - ñòàöèîíàðíîé
òî÷êå ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ.

Ïóñòü f : Rn → R− ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé L ôóíêöèÿ, è x∗− åå òî÷êà ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà(ìàêñèìóìà) â Rn. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî D ⊂
Rn. Ââåäåì îïðåäåëåíèå ñòàöèîíàðíîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Òî÷êó xε íàçîâåì ε(D) ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé ôóíêöèè f , åñëè ìíî-
æåñòâó xε + D ïðèíàäëåæèò ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f .
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Åñëè ôóíêöèÿ f− ñèëüíî âûïóêëàÿ, òî äàííîå îïðåäåëåíèå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäå-
ëåíèåì ε(D) - ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé ôóíêöèè f : Rn → R ôóíêöèÿ

ϕ(x) =
1

µ(D)

∫

D
f(x + y)dy, (1)

ãäå 0 ∈ intD, µ(D)− ìåðà îáëàñòè D, µ(D) > 0, åñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ ñ ïðîèçâîäíîé

ϕ′(x) =
1

µ(D)

∫

D
f ′(z + x)dz.

Çàìå÷àíèå 3.1. Èíòåãðàë çäåñü ïîíèìàåòñÿ â ëåáåãîâîì ñìûñëå. Ïðîèçâîäíàÿ áåðåò-
ñÿ â òî÷êàõ, ãäå îíà ñóùåñòâóåò. Îáùåèçâåñòíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà â äàííîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿþòñÿ (ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåäèôôåðåíöèðó-
åìà). Ïîýòîìó ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà áåç äîïîëíèòåëüíîãî
îáîñíîâàíèÿ íåëüçÿ.

Ôóíêöèÿ ϕ íàðÿäó ñ íîâûìè ñâîéñòâàìè òàêæå ñîõðàíÿþò íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà
ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 3.2. Åñëè f− êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ â Rn, òî ϕ− òàêæå êîíå÷íàÿ
âûïóêëàÿ â Rn.

Òàêæå âåðíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.3. Åñëè f ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ â Rn, òî ϕ′− ëèïøèöåâàÿ ñ êîíñòàíòîé

Ëèïøèöà L̃, çàâèñÿøåé îò D.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕ′− ëèïøèöåâàÿ, òî ϕ′ ÏÂ äèôôåðåíöèðóåìàÿ â Rn.
Òåîðåìà 3.4. Äëÿ ôóíêöèè ϕ, îïðåäåëåííîé âûøå, ôóíêöèÿ Φ(·) èìååò ëèïøèöåâóþ ñ

êîíñòàíòîé L′ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.

Φ(x) =
1

µ(D)

∫

D
ϕ(x + y)dy, Φ′′(x) =

1
µ(D)

∫

D
ϕ′′(x + y)dy.

Çàìå÷àíèå 3.2. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè ϕ′′ ïîíèìàåòñÿ â ëåáåãîâîì ñìûñëå. Â ñëó÷àå
øàðà è êóáà êîýôôèöèåíò Ëèïøèöà L̃ çàâèñèò îò îáëàñòè D êàê 1/d, à L′− êàê 1/d2, ãäå
d− äèàìåòð ìíîæåñòâà D.

Äîêàçàíà âàæíàÿ òåîðåìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñêîðåííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè.
Òåîðåìà 3.5. Âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè ϕ ÿâëÿþòñÿ ε(D) - ñòàöèîíàðíûìè

òî÷êàìè ôóíêöèè f .
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ε(2D) ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè f ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ìåòîäû âòî-

ðîãî ïîðÿäêà ê ôóíêöèè Φ.
Çàìå÷àíèå 3.4. Äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíêöèè f ìû äîëæíû â ïðîöåññå

ïîèñêà ε(2D) - ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê óìåíüøàòü äèàìåòð ìíîæåñòâà D. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íàäî óìåíüøàòü äèàìåòð ìíîæåñòâà D ñîãëàñîâàííî ñ óìåíü-
øåíèåì øàãà îïòèìèçàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ìåòîä ïîèñêà ε(2D) - ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ôóíêöèè
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ̃ : y ∈ Rn → R, Φ̃(y, x) = Φ(y) + 2L̃‖y − x‖2, äëÿ y ∈ Rn. Äëÿ
ôóíêöèè Φ̃ âåðíî íåðàâåíñòâî

L̃‖z‖2 ≤ (∇2Φ̃(x, x)z, z) ≤ 3L̃‖z‖2 ∀z ∈ Rn,

ãäå ∇2Φ̃(·, x) = Φ̃′′(·, x)−ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Φ̃(·, x) ïî ïåðåìåííîé y.
ßñíî, ÷òî ∇Φ̃(x, x) = ∇Φ(x). Ïóñòü òî÷êà xk íà k - îì øàãå óæå ïîñòðîåíà. Ïîñòðîèì
òî÷êó xk+1. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ Φ̃k = Φ̃(·, xk), ò.å. ôóíêöèÿ Φ̃k ðàâíÿåòñÿ ôóíêöèè Φ̃
ïðè ôèêñèðîâàííîì xk.

1. Âû÷èñëÿåì 4k = −(∇2Φ̃k(xk))−1∇Φ̃k(xk).
2. Íàõîäèì òàêîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî lk, äëÿ êîòîðîãî Φ̃k(xk + 2−lk4k) ≤

Φ̃k(xk)− 2−2lk‖4k ‖2 .
3.Ïîëàãàåì xk+1 = xk + 2−lk4k, k = k + 1 è ïåðåõîäèì ê îïåðàöèè 1.
Òåîðåìà 3.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî àëãîðèòìó 1− 3, ñõî-

äèòñÿ ê åäèíñòâåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå x∗ ôóíêöèè Φ. Äëÿ áîëüøèõ k âåðíà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà: ‖xk − x∗‖ ≤ νk(4k)‖x1 − x∗‖, ãäå ν(4k) →k 0,
êîãäà ‖4k‖ →k 0.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëîêàëüíûé ïîèñêîâûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ãëî-
áàëüíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Äëÿ îïòèìèçàöèè â Rn èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è óðàâ-
íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùèé ñäåëàòü ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé âûïóêëûìè èëè âîãíóòûìè ïî óïðàâëåíèþ u è
ðåãóëÿðèçàöèîííîìó ïàðàìåòðó α â îêðåñòíîñòè òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïî îáåèì
ïåðåìåííûì. Âûñêàçàííàÿ èäåÿ óïðîùàåò ïðîáëåìó ðåãóëÿðèçàöèè ïî ïàðàìåòðó è ïîçâî-
ëÿåò ñòðîèòü óñòîé÷èâûå îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû. Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü íèæíèå
âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè â äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îêðåñòíîñòÿõ ôèê-
ñèðîâàííûõ òî÷åê, ÷òî äåëàåò îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ áîëåå óñòîé÷èâûì ê èçìåíåíèÿì
àðãóìåíòà, à ñàì ôóíêöèîíàë − ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó, ÷òî âàæíî äëÿ îïòèìèçàöèè â
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ òèïà

J(u) = J(x(T, u), u(T )) −→ infu∈U

ãäå J− ïîëóíåïðåðûâíûé ñíèçó ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå U â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè, ðàçðàáîòàííûé À.Í. Òèõîíîâûì è åãî ó÷åíèêàìè. Ïðè ïîëüçî-
âàíèè ýòèì ìåòîäîì íóæíî íàéòè còàáèëèçàòîð, âûáîð êîòîðîãî çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâà,
â êîòîðîì èùåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì. Ïóñòü òàêèì ñòàáèëèçàòîðîì ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèÿ Ω, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå UΩ. Îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

Φ(u) = J(u) + αΩ(u) ∀u ∈ UΩ,

êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèåé Òèõîíîâà. Äîáàâëåíèå ê èñõîäíîé ôóíêöèè J ñëàãàå-
ìîãî αΩ äåëàåò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Φ áîëåå "óñòîé÷èâîé" ïî àðãóìåíòó. Ïîýòîìó
÷àñòî ìåòîä Òèõîíîâà íàçûâàþò ìåòîäîì ñòàáèëèçàöèè.

Òàê â êà÷åñòâå Φ(u) äëÿ u ∈ U ⊂ L2[0, 1] íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü âçÿòà òèõîíîâñêàÿ ôóíêöèÿ

Φ(u) = J(u) + α ∨1
0 u(t).
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Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè Φ ðåøàåòñÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïî ïåðåìåííûì α è u
äëÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè u ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê
ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûõ íà ïðèìå-
íåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ëèáî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ îäíîâðåìåííûì èõ
îâûïóêëåíèåì (ìåòîä îâûïóêëåíèÿ) ïî z = (u, α). Ìåòîä îâûïóêëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
ðåãóëÿðíûå, ò.å. óñòîé÷èâûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåíû îïòèìèçàöè-
îííûå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà J(u) ïî Òèõîíîâó îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîñòü ïî àðãóìåí-
òó. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïòèìèçèðóåòñÿ íå ñàì
ôóíêöèîíàë, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (óðàâíåíèå Ïóàññîíà ëèáî óðàâ-
íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ñ îä-
íîé è òîé æå êîíñòàíòîé Ëèïøèöà íåçàâèñèìî îò íîìåðà èòåðàöèîííîãî øàãà, òî ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó ñîâìåñòíî ñ ìåòîäîì îâûïóêëåíèÿ îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîñòü
ïî ôóíêöèîíàëó òàêæå.

Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íèæíþþ âûïóêëóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè J , ÷òî îáåñ-
ïå÷èâàåò åãî ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ê ìíîæåñòâó îï-
òèìàëüíûõ ðåøåíèé U∗.

Çàäà÷à ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèîíàëà íà çàäàííîì êîìïàê-
òå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè èëè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ïðè÷åì ìîæíî òàê èçìåíèòü îïòèìèçèðóåìûé
ôóíêöèîíàë, íå èçìåíèâ òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà), ÷òîáû ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èëè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà áûëî âûïóêëûì (âîãíóòûì) ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííîìó àðãóìåíòó (ìåòîä îâûïóêëåíèÿ). Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðàâèëî èçìåíåíèÿ âðåìåíè t → +0, ÷òîáû ðåøåíèå îñòàâàëîñü âûïóêëûì (âîãíóòûì)
ïî àðãóìåíòó â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè îïòèìóìà. Èñïîëüçóÿ îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû
âòîðîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ñòðîèòü îïòèìèçàöèîííûé ïðîöåññ ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ
ñõîäèìîñòè.

Äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåïðåðûâíîãî ïî u ôóíêöèîíàëà J íà ìíîæåñòâå
êóñî÷íî-íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ïåðåêëþ÷å-
íèÿ ïðèìåíÿåòñÿ âèäîèçìåíåííîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà

4ϕ(z) = Φ̄β(z), Φ̄(z) =
{

max (0, c− Φ(z)) + 1, åñëè z ∈ Θ,
0, åñëè z /∈ Θ,

ãäå c =
∫
Θ Φ(z)p(z)dz, β − ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. p−ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z ∈ Θ , Θ− îáëàñòü, â êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê. Ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ñ ìàòðèöåé âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-
íûõ 52ϕ(z), âèä êîòîðîé â óäîáíîé äëÿ àíàëèçà ôîðìå ïîëó÷èëè À. È. Ïðîïîé è À. È.
Êàïëèíñêèé. Âîñïîëüçîâàâøèñü èõ ðåçóëüòàòàìè, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.3.1. Äëÿ ìàëûõ β > 0 è îáëàñòè ïîèñêà Θ = Bn
ρ (z) = {ξ ∈ Rn |‖ ξ− z ‖≤ ρ}

ñóùåñòâóþò òàêèå L1(β, ρ, Φ̄), L2(β, ρ, Φ̄) > 0, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ϕ, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì
íàïèñàííîãî âûøå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, âåðíî íåðàâåíñòâî

L1(β, ρ, Φ̄)‖g‖2 ≤ (∇2
zzϕ(z)g, g) ≤ L2(β, ρ, Φ̄)‖g‖2 ∀g ∈ Rn.
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Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ðå-
øåíèå íà k - îì øàãå ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà

∂ϕ(z, t)
∂t

= a24ϕ(z, t), ϕ(z, 0) = mkΦ̂k(z), z = (u, α) ∈ Uk × [−α0, α0]

ãäå

Φ̂k(z) = max (0,−ck + Φ̂k−1(z)), äëÿ k > 1, Φ̂0(z) = Φ(z), Φ̂1(z) = max (0, c1 − Φ0(z)),

ck =
∫
Uk×[−α0,α0] Φ̂k−1(ξ)pk−1(ξ)dξ, pk− ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z ∈

Uk × [−α0, α0], Uk ⊂ U− îáëàñòü ïîèñêà íà k- îì øàãå, z ∈ Rn+1.
Òåîðåìà 4.3.2. Äëÿ ëþáîãî z ∈ U × (−α0, α0) è äîñòàòî÷íî ìàëûõ t ñóùåñòâóþò

áîëüøèå mk > 0, à òàêæå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà M1(U × (−α0, α0), t,mk) è M2(U ×
(−α0, α0), t,mk) òàêèå, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

M1‖g‖2 ≤| (ϕ′′zz(z, t)g, g) |≤ M2‖g‖2 ∀g ∈ Rn.

Åñëè ‖z − ξ‖
(2a2)t

¿ 1 ∀ξ ∈ U × (−α0, α0),

òî ìàòðèöà ϕ′′zz(z, t) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Òåîðåìû 4.3.1 è 4.3.2 äàþò ïðàâèëî îâûïóêëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ïóàññîíà è òåï-

ëîïðîâîäíîñòè, êîòîðîå íàäî ïðèìåíÿòü âáëèçè òî÷êè îïòèìóìà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
ìåòîäû îïòèìèçàöèè ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè âáëèçè òî÷êè îïòèìóìà. Êî-
ãäà íàõîäèìñÿ âäàëè îò îïòèìàëüíîé òî÷êè, î ÷åì ìîæíî ñóäèòü ïî âåëè÷èíå ãðàäèåíòà
è øàãà, òî ïðèìåíÿåì ãðàäèåíòíûé ìåòîä, èñïîëüçóÿ òîëüêî èíôîðìàöèþ î ïåðâîé ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Â ïÿòîé ãëàâå äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîé
ëèïøèöåâîé ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Äàíà òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ óñëîâèé. Ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé
(ÏÐÂ ôóíêöèè), íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â îïòèìèçàöèè.

Ïåðåõîä îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ê äâóìåðíîìó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êà÷åñòâåííûé øàã
âïåðåä ïî òðóäíîñòè. Âîçìîæíû äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ äëÿ ôóíêöèé îò áîëüøåãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé õîðîøî èçâåñòíû. Ýòè óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ñëåäóþùåì âèäå.

Ïóñòü x → f(x) : [a, b] → R − ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Nf , ãäå ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, åñòü ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû íà [a, b]. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ∨(f ′; a, b) ≤ c, ãäå c - íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è ïðî-
èçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ òàì, ãäå îíè ñóùåñòâóþò. Ñèìâîë ∨ îçíà÷àåò âàðèàöèþ ôóíêöèè f ′

íà îòðåçêå [a, b].
Àâòîðîì áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëü-

íîé ëèïøèöåâîé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé (ÏÎ) ñòåïåíè 1 ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ â
âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà ÏÎ ôóíêöèè
m-îé ñòåïåíè.
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Òåïåðü îòêàæåìñÿ îò óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðîèçâîëüíóþ ëèïøèöåâóþ ôóíêöèþ f ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L îò äâóõ ïåðåìåííûõ
(x, y) → f(x, y) : D → R, ãäå D åñòü âûïóêëîå îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â R2,
òàê ÷òî D̄ − êîìïàêò.

Ïóñòü ℘(D) − êëàññ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè XOY â îáëàñòè D, îãðàíè÷èâàþùèõ âûïóêëûå
êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà. Ïàðàìåòðèçóåì êðèâûå r ∈ ℘(D) åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ò.å. ïàðà-
ìåòð t òî÷êè M íà êðèâîé r ðàâåí äëèíå êðèâîé ìåæäó M è íà÷àëüíîé òî÷êîé. Îáîçíà÷èì
òàêóþ êðèâóþ êàê r(t), t ∈ [0, Tr], ãäå Tr− íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâó-
þùåå íà÷àëüíîé òî÷êå. Ñ ïîìîùüþ êðèâûõ r ∈ ℘(D) íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè f â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â
ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ z → f(z) : D → R áûëà ïðåäñòà-
âèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà
òàêàÿ êîíñòàíòà c(D, f) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ r ∈ ℘(D) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∨(Φ′; 0, Tr) < c(D, f),

ãäå Φ(t) = f(r(t)) ∀t ∈ [0, Tr].
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñïåöèàëüíîì àëãîðèòìå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f â âèäå

ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé.
Ñëåäñòâèå 5.1.Ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè 1 äâóõ ïåðåìåííûõ f :

R2 → R ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∨(Φ′; 0, 2π) < ∞,

ãäå Φ(t) = f(r(t)) äëÿ t ∈ [0, 2π], r(t)− åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò.

Òàêæå äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ òðàêòîâêà Òåîðåìû 5.2. Ðàññìîòðèì íà ãðàôèêå Γf ôóíêöèè
f êðèâóþ R(t) = (r(t), f(r(t))), ãäå r ∈ ℘(D). Òàê êàê ôóíêöèÿ f åñòü ëèïøèöåâàÿ, òî ï.â.
íà [0, Tr] ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ R′, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç τ = R′, à ìíîæåñòâî òî÷åê,
ãäå îíà ñóùåñòâóåò, − ÷åðåç Nr.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïîâîðîòîì êðèâîé R íà ìíîãîîáðàçèè Γf íàçîâåì âåëè÷èíó

sup{ti}⊂Nr

∑

i

‖ τ(ti)/‖τ(ti)‖ − τ(ti−1)/‖τ(ti−1)‖ ‖ = Or.

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâàÿ ôóíêöèÿ z → f(z) : D → R
áûëà ÏÐÂ ôóíêöèåé íà ìíîæåñòâå D ∈ R2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ
r ∈ ℘(D) ñóùåñòâîâàëà êîíñòàíòà c2(D, f) > 0 òàêàÿ, ÷òî ïîâîðîò êðèâîé R íà Γf

îãðàíè÷åí ñâåðõó êîíñòàíòîé c2(D, f) > 0, ò.å. Or ≤ c2(D, f) ∀r ∈ ℘(D).
Â øåñòîé ãëàâå äàåòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà âåðõíèõ âû-

ïóêëûõ àïïðîêñèìàöèé (â.â.à.) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé äèôôåðåíöèðóåìîé ïî íà-
ïðàâëåíèÿì ôóíêöèè f , êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ýêçîñòåð. Â òåðìèíàõ ýêçîñòåðîâ
ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå.Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå h(g) = F (x0, g) = lim sup α→+0(f(x0 + αg)− f(x0))/α.
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Îïðåäåëåíèå 5.2. Ôóíêöèÿ hλ(·) : Rn → R íàçûâàåòñÿ â. â. à. ôóíêöèè f(·) â òî÷êå
x0, åñëè

1) hλ(g) ≥ F (x0, g) ∀g ∈ Rn,
2) hλ(·)− âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ (ï. î.) ôóíêöèÿ îò g.
Î÷åâèäíî, ÷òî â. â. à. ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Âîñïîëüçîâàâøèñü â. â. à., Á. Í.

Ïøåíè÷íûé ñôîðìóëèðîâàë íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Íî îêàçûâàåòñÿ, åñëè
ðàññìàòðèâàòü äîñòàòî÷íî ìíîãî òàêèõ ôóíêöèé, òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

À. Ì. Ðóáèíîâ ââåë èñ÷åðïûâàþùåå ìíîæåñòâî â. â. à. Ïî îïðåäåëåíèþ èñ÷åðïûâàþùèì
ìíîæåñòâîì ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî â.â.à. hλ(·), λ ∈ Λ∗, äëÿ
êîòîðîãî inf λ∈Λ∗hλ(g) = F (x0, g) ∀g ∈ Rn. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà
â. â. à. ôóíêöèè f â òî÷êå x0 äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî E∗ = {C ⊂ Rn | C =
C(hλ) = ∂hλ(0) λ ∈ Λ∗}. Ìíîæåñòâî E∗ = E∗(f) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì ýêçîñòåðîì ôóíêöèè
f â òî÷êå x0. Åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Λ∗, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî h(g) =
supλ∈Λ∗ hλ(g) ∀g ∈ Rn, òî ìíîæåñòâî E∗ = E∗(f) = {D ⊂ Rn | D = D(hλ) = ∂hλ(0) λ ∈
Λ∗} íàçûâàåòñÿ íèæíèì ýêçîñòåðîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0. Ïàðà E = [E∗; E∗] ñåìåéñòâ
âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, ãäå E∗− âåðõíèé è E∗− íèæíèé ýêçîñòåðû, íàçûâàåòñÿ
áèýêçîñòåðîì. Ìîäèôèöèðóåì èñõîäíóþ ôóíêöèþ è ðàññìîòðèì íîâóþ ôóíêöèþ f̃(x) =
f(x) + L ‖x− x0‖,

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âåðõíåãî ýêçîñòåðà äëÿ ôóíêöèè f̃(.)

Äëÿ èçìåíåííîé ôóíêöèè f̃(·) ïîñòðîèì ìíîæåñòâî óñðåäíåííûõ ãðàäèåíòîâ Df̃(x0).
Âîçüìåì ëþáîé âåêòîð g ∈ Sn−1

1 (0). Ïóñòü Pg(v) = {w ∈ Rn | (w, g) ≤ (v, g)}. Äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà v ∈ Eg(f̃) îïðåäåëèì Cg(f̃) = Df̃(x0) ∩ Pg(v), ãäå Egf̃(x0) = co {v ∈ Rn : ∃αk, αk →
+0, (∃r(x0, ·, g) ∈ η(x0)), v = limαk→+0 α−1

k

∫ αk

0 ∇f̃(r(x0, τ, g))dτ }. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëî-
æèì ∂f̃(x0)

∂g = f̃ ′(x0, g) = h̃(g). Âåðíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 6.1.Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ Eg(f̃) âåðíî ðàâåíñòâî (v, g) = ∂f̃(x0)

∂g = h̃(g).
Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1. Îãðàíè÷åííîå â ñîâîêóïíîñòè ñåìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòíûõ ìíî-
æåñòâ C, âêëþ÷àþùèõ ìíîæåñòâà Cg(f̃) äëÿ âñåõ g ∈ Sn−1

1 (0), îáðàçóåò âåðõíèé ýêçîñòåð
E∗(f̃), ò.å. âåðíî ðàâåíñòâî

h̃(g) = inf
C∈E∗(f̃)

h̃C(g),

ãäå h̃C(g) = maxv∈C (v, g).
Çàìå÷àíèå . Òåîðåìà äàåò ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ âåðõíåãî ýêçîñòåðà E∗(f̃). ßñíî, ÷òî

âåðõíèé ýêçîñòåð E∗(f̃) ôóíêöèè f̃ â òî÷êå x0 ñîâïàäàåò ñ âåðõíèì ýêçîñòåðîì ôóíêöèè h̃
â íóëå, ò. å. E∗(f̃) = E∗(h̃).

Ñëåäóþùèé øàã − ïîñòðîåíèå èñ÷åðïûâàþùåãî ìíîæåñòâà â. â. à. äëÿ ôóíêöèè f(·).
Òåîðåìà 6.2. Âåðõíèé ýêçîñòåð E∗(f) ôóíêöèè f(·) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì E∗(f) =

{w + C | w ∈ LBn
1 (0), C ∈ E∗(f̃)}, ãäå E∗(f̃)− âåðõíèé ýêçîñòåð ôóíêöèè f̃(·) â òî÷êå x0,

êîòîðûé ìîæíî ïîñòðîèòü ñîãëàñíî òåîðåìå 6.1.
Ïîñòðîèì íèæíèé ýêçîñòåð ôóíêöèè f(·). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ h̄(·) : Rn → R: h̄(g) =

h(g)− L‖g‖.
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Òåîðåìà 6.3. Íèæíèé ýêçîñòåð E∗(f) ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 åñòü ìíîæåñòâî
E∗(f) = {w + C | w ∈ LBn

1 (0), C ∈ −E∗(−h̄)}, ãäå E∗(−h̄)− âåðõíèé ýêçîñòåð ôóíêöèè
−h̄(·) â íóëå, êîòîðûé ìîæíî ïîñòðîèòü ñîãëàñíî òåîðåìå 6.2.

Ñëåäñòâèå 6.1. Áèýêçîñòåð ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0 åñòü ïàðà [A,B] ìíîæåñòâ A,
B, ãäå A = {w + C | w ∈ LBn

1 (0), C ∈ E∗(h̃)}, B = {w + C | w ∈ LBn
1 (0), C ∈ −E∗(−h̄)}.

Åñëè ôóíêöèÿ f äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà Rn â òî÷êå x∗ è èçâåñòåí âåðõíèé ýêçîñòåð E∗

ôóíêöèè f â òî÷êå x∗, òî âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå áåçóñëîâíîãî ìèíèìóìà: 0n ∈
C ∀C ∈ E∗(f). Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî Bδ ⊂ C, ∀C ∈ E∗(f), ãäå Bδ = {x ∈ Rn |
‖x‖ < δ}, òî x∗− òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f . Ïðèâåäåííîå óñëîâèå
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f . Àíàëîãè÷íûå
óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà ïðè èçâåñòíîì íèæíåì ýêçîñòåðå E∗.

Â ãëàâå 7 äàåòñÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà
Ñòåêëîâà ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç
îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ è îáîáùåííûõ ìàòðèö. Ïðè ýòîì, êàê äîêàçûâàåòñÿ, ñóáäèôôåðåí-
öèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà, ñîâïàäàåò ñ ñóáäèôôåðåíöè-
àëîì Df(x0), ââåäåííûì àâòîðîì â ãëàâå 1. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà
èëè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, ñóáäèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ñî-
ñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî èç ãðàäèåíòà è ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ýòîé òî÷êå.
Îáîáùåííûå ãðàäèåíòû è ìàòðèöû âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîðìó-
ëèðîâêè íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ,
à òàêæå ïîñòðîåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ.

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ÌÎ D(·) ñ âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè
îáðàçàìè, 0 ∈ intD(x), µ(D(x)) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ Rn, x 6= x0, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1. x0 ∈ int (x + D(x)) äëÿ âñåõ x ∈ S, S ∈ Rn− îêðåñòíîñòü òî÷êè x0;

2. äèàìåòð ìíîæåñòâà D(x), êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç diamD(x) = d(D(x)), ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè x → x0, è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó d(D(x)) ≤ k‖x− x0‖ äëÿ íåêîòîðîé
êîíñòàíòû k;

3. äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εi}, εi → +0, ïðè i →∞ ÌÎ D(·) ïîñòîÿííî äëÿ
x èç ìíîæåñòâà ε2i+1 <‖ x− x0 ‖< ε2i;

4. ãðàíèöà ìíîæåñòâà D(x) äëÿ âñåõ x ∈ S, x 6= x0, çàäàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè îò x, 0 ∈ intD(x), µ(D(x)) > 0.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÌÎ D(·), óäîâëåòâîðÿþùèå íàïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì, äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {εi}, εi → +0, è êîíñòàíòû k. Îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî
ÌÎ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ξ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x èç ìíîæåñòâà ε2i+1 <‖ x − x0 ‖< ε2i, ãäå ÌÎ D(·) ïîñòîÿííî,
D(x) ≡ D2i, ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(·) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L2i(D2i)
(ñì. Ãëàâó 3).

Äëÿ ÌÎ D(·) è ôóíêöèè (1) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

∂ϕD(x0) = co {v ∈ Rn | v = lim
xi→x0

ϕ′(xi)},
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ãäå òî÷êè xi áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·). Ìíîæåñòâî ∂ϕD(x0)− âûïóêëîå
êîìïàêòíîå â Rn (Ëåììà 7.1.).

Îïðåäåëèì ÌÎ Φf(·) : Rn → 2Rn ñ îáðàçàìè

Φf(x0) = co
⋃

D(·)
∂ϕD(x0),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Ìíîæåñòâî Φf(x0) íàçîâåì ñóáäèôôåðåíöè-
àëîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0.

Òåîðåìà 7.2.1. Åñëè f(·) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî Φf(x0) = {f ′(x0)}.
Â Ëåììå 7.2.2 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Φf(x0)− âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.
Òåîðåìà 7.2.2. Âåðíî ðàâåíñòâî Φf(x0) = Df(x0).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà èñïîëüçóåì ôóíêöèþ

ψ(x) =
1

µ(D(x))

∫

D(x)
ϕ(x + y)dy.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

∂ψD(x0) = co {v ∈ Rn | v = lim
xi→x0

ψ′(xi)},

ãäå òî÷êè xi áåðóòñÿ èç îáëàñòåé ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·).
Ââåäåì ÌÎ Ψf(·) : Rn → 2Rn ñ îáðàçàìè

Ψf(x0) = co
⋃

D(·)
∂ψD(x0),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ÌÎ D(·) ∈ Ξ.
Òåîðåìà 7.3.1.Âåðíî ðàâåíñòâî Ψf(x0) = Df(x0).
Ââåäåì ìíîæåñòâî ìàòðèö

∂2ψD(x0) = co {A ∈ Rn×n | A = lim
xi→x0

ψ′′(xi)},

ãäå òî÷êè xi ïðèíàäëåæàò îáëàñòÿì ïîñòîÿíñòâà ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Äîêàçûâàåòñÿ (Ëåììà 7.3.1.),
÷òî ∂2ψD(x0)− âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Îïðåäåëèì ÌÎ Ψ2f(·) : Rn → 2Rn×n ñ
îáðàçàìè

Ψ2f(x0) = co
⋃

D(·)
∂2ψD(x0),

ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ÌÎ D(·) ∈ Ξ. Ìíîæåñòâî Ψ2f(x0) íàçîâåì ñóáäèôôåðåíöè-
àëîì âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x0. Äîêàçûâàåòñÿ (Ëåììà 7.3.2), ÷òî ìíîæåñòâî
Ψ2f(x0)− âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà 7.3.3. Åñëè f(·)− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå x0, òî Ψ2f(x0) =
{f ′′(x0)}.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 7.4.1. Åñëè â òî÷êå x0 âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà è äëÿ
âñåõ ïîäîçðèòåëüíûõ íà ýêñòðåìóì íàïðàâëåíèé g ñóùåñòâóåò β(g) > 0, ÷òî âåðíî íåðà-
âåíñòâî

(Ag, g) ≥ β(g)‖g‖2 ∀A ∈ Ψ2f(x0),

òî x0− òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(·).
Ïðèâåäåíî òàêæå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ñ ìåíåå îáðåìåíèòåëüíûì äëÿ

ïðîâåðêè óñëîâèåì (òåîðåìà 7.4.2) è äàíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ñóáäèôôå-
ðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â ïàðàãðàôå 7.5 ñòðîèòñÿ èñ÷èñëåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ
(òåîðåìû 7.5.1 - 7.5.4).

Âûâîäû:

â äèññåðòàöèè ðàçâèòû íîâûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé
è íà îñíîâå èõ ïîñòðîåíû íîâûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè:

1. Ââåäåí íîâûé ñóáäèôôåðåíöèàë äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, è ïîêàçàíà
ñâÿçü ñ óæå ñóùåñòâóþùèìè. Ôîðìóëèðóåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå.

2. Ñòðîèòñÿ íåïðåðûâíàÿ ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà Êëàðêà, êî-
òîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â îïòèìèçàöèîííûõ ïðîöåññàõ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Ñòðîèòñÿ
ëèïøèöåâîå ÌÎ − àíàëîã ε-ñóáäèôôåðåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè.

3. Ñòðîÿòñÿ ãëàâíûå íèæíèå âûïóêëûå àïïðîêñèìàöèè (ÃÍÂÀ) äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíê-
öèé è îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ èõ êîìáèíàöèé. Ôîðìóëèðóþò-
ñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå ÷åðåç êâàçèäèôôåðåíöèàë
ÃÍÂÀ.

4. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè ÌÎ îòíîñèòåëüíî äðóãîãî ÌÎ. Îïðåäåëÿåòñÿ âèä
êîíóñà Áóëèãàíà, èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûå èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö âòîðûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ îïîðíîé ôóíêöèè, êîòîðûå, êàê äîêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó â
äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìàòðèö îïðå-
äåëÿåòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà äëÿ ëèïøèöåâûõ ÌÎ è íàõîäèòñÿ âèä ïðîèçâîäíîé ïî
íàïðàâëåíèþ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè è åå ñóáäèôôåðåíöèàë Êëàðêà.

5. Ðàçâèâàåòñÿ íîâûé íåëîêàëüíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè íåãëàäêèõ è íåäîñòàòî÷íî
ãëàäêèõ ôóíêöèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåì äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè,
ñîõðàíÿþùèå ε(D)-ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. C ïîìîùüþ òàêèõ ôóíêöèé ñòðîèòñÿ ìåòîä îïòè-
ìèçàöèè, ñõîäÿùèéñÿ ñî ñâåðõëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ê ε(D)-ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè.

6. Ââîäèòñÿ íåëîêàëüíûé ïîèñêîâûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èëè òåïëîïðî-
âîäíîñòè, äëÿ ðåøåíèé êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îâûïóêëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ñäåëàòü
ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé âûïóêëûìè (âîãíóòûìè) ïî óïðàâëåíèþ è ðåãóëÿðèçàöèîííîìó
ïàðàìåòðó α â îêðåñòíîñòè òî÷êè îïòèìóìà. Ñòðîèòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíî-
ãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
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7. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîëüíîé ëèïøè-
öåâîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Äàíà òàêæå ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ óñëîâèé.

8. Äàíî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ýêçîñòåðîâ äëÿ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â òî÷êå.

9. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ Ñòåêëîâà ââîäÿòñÿ ñóáäèôôåðåíöèàëû ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ äëÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèé, ñîñòîÿùèå èç îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ è ìàòðèö, ñ
ïîìîùüþ êîòîðûõ ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â
òî÷êå. Ïîñòðîåíî èñ÷èñëåíèå ñóáäèôôåðåíöèàëîâ.

Ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ìèêðîìàøèííûõ êèáåðíåòè÷å-
ñêèõ ïëàòôîðì è òåõíîëîãèé äëÿ êóëüòèâèðîâàíèÿ ñàìîðàçâèâàþùèõñÿ ôóíêöèîíèðóþùèõ
ýíäîòåëèàëüíûõ êàïèëëÿðíûõ ñåòåé in vitro â ïðîñòðàíñòâå îðãàíèçîâàííûõ ìèêðîïîòîêîâ
ïèòàòåëüíîé ñðåäû è áèîôàáðèêàöèè íà èõ îñíîâå òêàíåïîäîáíûõ îáðàçîâàíèé è îðãàíîïî-
äîáíûõ ñòðóêòóðíî-ôóíêöèîíàëüíûõ åäèíèö ñ çàäàííûìè áèîëîãè÷åñêèìè è ôóíêöèîíàëü-
íûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ñîçäàþòñÿ â ðàìêàõ ïðîåêòà Ôîíäà "Ñêîëêîâî" "Óíèâåðñàëüíàÿ
ïëàòôîðìà "Ôðàíêåíøòåéí"äëÿ áèîôàáðèêàöèè èñêóññòâåííûõ òêàíåé è îðãàíîâ"(Íà÷àëî
ïðîåêòà − àïðåëü 2015 ãîëà, íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü ïðîåêòà − ä.ì.í., ïðîô. Ãëîòîâ Â.À.
Àâòîð íàñòîÿùåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ó÷àñòíèêîì ýòîãî ïðîåêòà).
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